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Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen *), 

(Von Frau Sophie von Kowalecsky,) 



Einleitung, 
rjs sei eine algebraische Differentialgleichung 

vorgelegt, wo G eine ganze rationale Function der unabhängigen Veränder- 
lichen X, der als Function derselben zu bestimmenden Grösse y und der 
Ableitungen derselben nach x bis zur n^®^ Ordnung hin bedeutet. 

Eine analytische Function ist vollständig bestimmt, sobald irgend ein 
regulärer Zweig derselben gegeben ist. Es kommt also daraiif an, auf die 
allgemeinste Weise eine Potenzreihe 



^ , {X — ä) 



y 



^ ' V\ ' 



WO a, 607 617 ••• Constanten bedeuten, so zu bestimmen, dass dieselbe, für 
y gesetzt, der gegebenen Differentialgleichung genügt, und innerhalb eines 
gewissen, die Stelle a umgebenden Bezirks convergirt. 

Es muss also, wenn man diese Reihe für y in den Ausdruck 

G{x^y, -^— , — ^77-) einsetzt und denselben nach Potenzen von x—a ent- 
wickelt, jeder einzelne Coefßcient dieser Entwickelung gleich Null werden. 
So erhält man zunächst zwischen a, 6„, 61, ... 6„ die Gleichung 

(2.) G[a, 6„,6m... 6J = 0. 

Nun hat aber, wenn v irgend eine reguläre Function von x ist, die V^ Ab- 
leitung von 

die Form 

wo G' die partielle Ableitung von G in Beziehung auf ^, und Hx eine 



*) Diese Abbaudlung ist zugleich als luaagural- Dissertation zur Erlangung der 
Doctoiwürde bei der philusophischen Facultiit zu Güttingen erscbienen. 
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2 S. V. Kotoalevsky, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 

ganze rationale Function von x, y, -^ , • • • j^^i^i bezeichnet. Es muBS 
also (für Ä = 1, 2, ... cx>) 

sein, wenn der Ooefficient von (ar— a)^ in der genannten Entwickelung von 

verschwinden soll. Umgekehrt genügt die für y angenommene Reihe der 
Gleichung (1.) formell, wemi die Gleichung (2.) und sämmtliche Gleichungen 
(3.) erfüllt werden. 

Durch die Gleichungen (3.) werden aber sämmtliche Coeflficienten 
by, deren Index >« ist, eindeutig bestimmt, sobald a, b^^ 6i, ... b^ ge- 
geben sind und zugleich G' {a, 6„ , 6, , . . . 6 J einen von Null verschiedenen 
Werth hat. 

So ergiebt sich der Satz: 

„Nimmt man die Constanten 

a, 6,,, 6i, ... b^ 
willkürlich, jedoch so an, dass die Gleichung 

G{a,bo^bi^...b^) = 
eine einfache Wurzel 6„ hat, so lassen sich die Grössen 

stets in eindeutiger Weise so bestimmen, dass 

* , (^x — ay 
2yby —\ t 

für y gesetzt, der Gleichung (1.) formell genügt" 

Diese Reihe ist aber auch stets innerhalb eines bestimmten Bezirks con^ 
eergent und stellt, wenn man x innerhalb desselben annimmt^ eine die vor- 
gelegte Differentialgleichung befriedigende Function d&r. Aus jeder solchen 
Reihe entspringt dann ferner eine bestimmte (eindeutige oder mehrdeutige) 
analytische Function, ton der jeder reguläre Zweig die vorgelegte Diff'erential- 
gleichung ebenfalls befriedigt*). 



9 *) Dieser Satz findet sich zuerst in der Weterstrass^thtn Abhandlung „Zur Theorie 

der analytischen Facultäten'' {Grellen Journal, Bd. 51, S. 43) ausgesprochen, und ist bald 

darauf auch von den Herren Briot und Bouquei bewiesen woruen (Journal de llScole 

polytechnique cah. 36). Derselbe bleibt bestehen, wenn der Ausdruck auf der linken 

Seite der Gleichung (1.) eine eindeutige und in eine beständig convergirende Potenz- 

dy d^ii 

reihe der Grössen x, y, -p-, • • • -^ entwickelbare Function ist. 
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Umgekehrt hat jede die vorgelegte Differentialgleichung befriedigende 
analytische Function y unendlich viele, durch das angegebene Verfahren 
bestimmbare reguläre Zweige, wenn sie nicht eine sogenannte singulare 
Lösung der Differentialgleichung ist, d. h. ausser derselben noch der Gleichung 

genügt. In diesem Falle kann man aber durch Combination der beiden 

Gleichungen 

G = 0, G' = 

zur Bestimmung der Function y entweder eine algebraische Gleichung oder 

eine Differentialgleichung, von der sie keine singulare Lösung ist, erhalten. 

Analoge Sätze gelten femer, wenn zur Bestimmung mehrerer Functionen 
einer unabhängigen Veränderlichen ein System von ebenso vielen alge- 
braischen" Differentialgleichungen gegeben ist. 

Dasselbe kann stets auf die Form 

iG'{x,y,,,y,,...yn)-^-G^{x,y,,,y,,...y^) = 0, 

(5.) ! • 

6'(^^yo,yi,...»n)^-G„(a?,yu,yi,...yn) == 

gebracht werden, wo yi, ... y, die zu bestimmenden Functionen sind, yo 
eine mit x, yi , ... y„ durch eine irreductible algebraische Gleichung 

(6.) Gi>,yo,yi,...yJ = 
verbundene Hülfsgrösse ^ G, G^ ... G^ ganze rationale Functionen von x, 
y»? tfn ••• yn9 nnd G' die partielle Ableitung von G in Beziehung auf y«*). 
Setzt man dann, für A = 0, 1, . . . « 

(7.) y, = l.i.,-^^, - 
und nimmt 

SO an, dass die Gleichung 

*) Wie man jedes System algebraischer Differentialgleichungen auf diese ^kano- 
nische^ Form zurückführen kann, lehviJacobi in den Abhandlungen: ,,De investigando 
ordine systematis differentiaUum vulgarium cnjuscunqne^ {BordHardts Jonmal, M. H4, 
S. 237) und „De aequationum differentiaUum systemate non normali ad formam nor- 
malem revocanda^ (Vorlesungen über Dynamik, Anhang, S. 55). 

1* 
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nach 6o,(» aufgelöst eine endliche, einfache Wurzel hat, und nimmt diese für 
6„,„ so lassen sich, wenn man die Ausdrücke auf der Linken der Glei- 
chungen (5.), (6.) nach Potenzen von x—a entwickelt, die Coefificienten der 
einzelnen Potenzen gleich Null setzt, die Grössen 

^0,1 ^ ^0,2 5 ... 
^1,1? ^1,2? • • • 



in eindeutiger Weise so bestimmen, dass den Gleichungen (5.), (6.) formell 
genügt wird. 

Dann sind aber auch die so sich ergebenden n+1 Reihen (7.) 
stets innerhalb eines bestimmten Bezirks convergent und stellen, wenn man 
X auf diesen Bezirk beschränkt, ein System von n+1 Functionen . dar, 
welche die in Rede stehenden Gleichungen wirklich befriedigen. 

Aus demselben entspringt dann ein System (eindeutiger oder mehr- 
deutiger) analytischer Functionen von der Beschaffenheit, dass je n+1 zu- 
sammengehörige reguläre Zweige derselben die Gleichungen (5.), (6.) eben- 
falls befriedigen. 

Umgekehrt, wenn ein System von n+1 analytischen Functionen 
die Gleichungen (5.), (6.), nicht aber zugleich die Gleichung 

befriedigt (d. h. wenn dasselbe nicht eine singulare Lösung des Systems 

Differentialgleichungen bildet), so lässt sich, wofern man 
specielle Werthe von a ausnimmt, jedes System zusammengehöriger 
Elemente*) dieser Functionen durch Reihen, welche in der beschriebenen 
Weise gebildet sind, ausdrückcu. 

Die singulären Lösungen erhält man aber, indem man die vorge- 
legten Gleichungen (5.), (6.) mit der Gleichung 

<^yo 

combinirt. 

Diese Sätze, in der gegebenen Fassung, entnehme ich den Vor- 
lesungen des Herrn Weierstrass, meines verehrten Lehrers. In der vor- 



*) Vgl. §. III. im Anfang. 
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liegenden Arbeit habe ich mich nun mit der Aufgabe beschäftigt , zu unter- 
suchen, ob und in wie weit sich dieselben auf den Fall ausdehnen lassen, 
wo zur Bestimmung analytischer Functionen mehrerer Veränderlichen par- 
tielle algebraische Differentialgleichungen gegeben sind. 

§• I. 
Ich betrachte zunächst das nachstehende System von partiellen Diffe- 
rentialgleichungen, in denen x, x^ ... Xr unabhängige Veränderliche und 
^1, ... (f^ zu bestimmende Functionen derselben bedeuten, während die 
G^J^ (Vi 7 • • • <Pn) gegebene, in der Form gewöhnlicher, innerhalb eines gewissen 
Bereiches convergirender Potenzreihen dargestellte Functionen von y, , ... (p^ 
sein sollen: 

(1.) I ' . . '. 

Um mich kürzer ausdrücken zu können, will ich im Folgenden unter 
einer Potenzreihe mehrerer Veränderlichen (o?, a?i, ... ar^) stets eine solche 
verstehen, die nur ganze und positive Potenzen dieser Grössen enthält. 
Dieses vorausgesetzt, gelten folgende Sätze: 

A. Sind 

(p [Xi , . . . J7;.J| (j, ... (p [Xi , • . . X^jn^u 

n willkürlich angenommene Potenzreihen, welche einen gemeinschaftlichen, 
wenn auch beschränkten Convergenzbezirk besitzen, und an der Stelle 

(ajj = 0, ar^ = 0, ... Xr=0) 

sämmtlich verschwinden, — so giebt es n bestimmte Potenzreihen von 
(x,Xi^...Xr)^ welche für a? = beziehlich in 

tibergehen und , für rf , , . . . y^ in die vorgelegten Differentialgleichungen 
eingesetzt, denselben formell genügen. 

B. Diese n Reihen sind sämmtlich in einem gewissen Bereiche un- 
bedingt convergent und stellen Functionen dar, welche die Differential- 
gleichungen (l.j wirklich befriedigen. 
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Setzt man in die Gleichungen (1.) för ^i, ... 9), Reihen von der Form 

i •^» 

1 ■' • 

ein, 80 erhält man, indem man die Ausdrücke auf beiden Seiten in jeder 
Gleichung nach Potenzen von x entwickelt, zunächst 

<p{x,,...xx. = i/^G}:^(yi,u,...y,.o}^+-+i^ 

(p{x^....xX^ = i/»G{"^(9^i.u,...y..o)-^+--- + i/J^ 
und alsdann jede der Functionen 

ausgedruckt als ganze rationale Function einer gewissen Anzahl der Ab- 
leitungen von ff 1,0 j ••• 9«.üi^cha:i, ... Xr, deren Coefficienten Potenzreihen 
von yi,ü, . . . fPnM sind. Dabei ist zu bemerken, dass jeder Coefficient der 
letzteren aus einer endlichen Anzahl von den Coefficienten der Ausdrucke 
tr^^^ bloss durch Addition und Multiplication zusammengesetzt wird. 
Ist nun 

Vj=:0...3C, ... Vr=^0...OO 

i',=0...oo, ... Vr=0...ao 

und MCtzt man 

(3.) <p(xt,... xX., = ^{^(piX^y, — r' • • ~i) (« = !,...«), 

»',=0...OO, ... Vr=0,..OO 

HO urgiübt aiüh jede der Grössen 

als eine ganze rationale Function einer endlichen Anzahl der G-rössen 
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und der Coefficienten der 

und es werden dann die gegebenen Differentialgleichungen formell befriedigt, 
wenn man 



9« = ^(Vi^il'"^r)a,u^), 



(4.) (« = !,...») 

fl = 0.„(X>^ jti, =0...'3O, ... jM;.:=0...OC 

setzt. 

Um nun zu beweisen, dass diese Reihen sämmtlich innerhalb eines 
bestimmten Bezirks unbedingt convergent sind, ersetze ich das vorgelegte 
System von Differentialgleichungen durch ein anderes von derselben Form: 

(5.) 

in welchem in jeder der Reihen G^J}{tpi^...ipn) jeder einzelne Coefficient 
positiv und nicht kleiner als der absolute Betrag des entsprechenden Coeffi- 
cienten in G^J^ß {tpij... rpn) ist- Zugleich nehme ich an Stelle jeder der Reihen 
(p{x^^...Xr)a,o (o = l, ...«) eine andere V^ (a^i , . . . a:^)a,ü an, in der ebenfalls 
jeder einzelne Coefficient positiv und nicht kleiner als der absolute Betrag 
des entsprechenden Coefficienten in (p{xi^... Xr)ap ist. Wenn alsdann 

den Ausdruck bezeichnet, der jetzt an die Stelle von 

tritt, so erhellt aus dem, was über die Zusammensetzung des letzteren aus 
den Coefficienten der Reihen G^J^ und xpa^a gesagt ist, dass der erstere positiv 
und nicht kleiner als der nbsolute Betrag des anderen sein wird. Kann 
man also von den Reihen xp^^ ... yj^, wo 

f< =0...'>C, j[Aj==0...OO, ... /Wr = 0...C3O 
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ist, beweiseil; das» sie sämmtlicli iuiierhalb eines bestimmten Bezirkes con- 

vergent sind, so steht dasselbe für die Reihen <^i, ... <p, fest 

Dieses vorausgesetzt, werde, wie es immer möglich ist, eine positive 

Grösse g so angenommen, dass sämmtliche Reihen Gi^j (y i , . . . (pn) convergiren, 

wenn 

(Pi = (Pi = '" = (p —g 

gesetzt wird; dann kann man eine zweite, ebenfalls positive Grösse G so 

annehmen, dass ans dem Brache 

G 



y 

wenn derselbe nach steigenden Potenzen von ipiy.% entwickelt wird, eine 

Reihe G(V, , . . . V^„) entspringt, in welcher jeder einzelne Coefificient positiv und 
gi'össer als der absolute Betrag des entsprechenden Coefficienten in jeder 
der Reihen 6iJ'^(,</>i, ... y«) ist. 

Ebenso kann man zwei positive Grössen g und (> so wählen, dass 
in der Reihe, welche aus der Entwickelung des Bruches 



1- 



X^-^X,^'\ \-Xr. 



Q 

nach steigenden Potenzen von Xj , . . . x^, hervorgeht und die mit ip(xi,... x\ 
bezeichnet werden möge, jeder Coefficient positiv und grösser als der ab- 
solute Betrag des entsprechenden Coefficienten in jeder der Reihen 

(f [Xi , . . . Xr)\,u ) ... (f (Xi , . . . Xr) n,0 

wird. • 

Werden dann in dem System (5.) sämmtliche Reihen 

angenommen, und wird zugleich festgesetzt, dass für x = jede der 
Functionen iff^ in 

V (X; , . . . Xr\ 

übergehen soll, so sind die eben angegebenen Bedingungen erfüllt, und es 
braucht also nur bewiesen zu werden, dass die so definirten Reihen y/i , . . . i/;„ 
innerhalb eines gewissen Bezkks convergent sind. 

Unter den gemachten Voraussetzungen werden aber die sämmtlichen 
Reihen V', ,...</'„ einander gleich und Functionen bloss von x und von 






Q 
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Das System (5.) reducirt sich also, wenn man 

^ 9 ' ^ 9 

setzt, so dass yj^ = ^tp wird (für a = l...ii), auf die einzige partielle Diffe- 
rentialgleichung 

WO a eine positive Constante bedeutet. 

Dabei ist noch die Bedingung hinzuzufligen, dass fUr x = 

by 
\p in ^r-^— 

i-y 
übergehen soll, wo 6 ebenfalls eine Constante bezeichnet. 

Die Gleichung (6.) besagt nichts weiter, als dass zwischen den Grössen 
xp und (1— V}y +ö^ ®i^ß Relation besteht. Diese wird aber durch die Fest- 
stellung, dass V fllr x = in . J^ übergehen soll, eine völlig bestimmte; 
und es ergiebt sich zwischen xpy x, y die Gleichung 

woraus man 



_ 1 — (i — 6) y — oa ;~ )/(i — vl + 6)y--aa?)*>-4ofcx 

^ "" " 2(l-y) 

erhält, mit der Bedingung, dass bei der Entwickelung dieses Ausdruckes 
nach Potenzen von x^ y das Anfangsglied in der Entwickelung der Quadrat- 
wurzel 1 sei. 

Die so sich ergebende Potenzreihe von x, y hat nun einen bestimmten 
Convergenzbezirk, und es sind zugleich ihre Coefficienten durchweg positiv, 
wie man sofort sieht, wenn man die Entwickelung von yj nach der im Vor- 
stehenden auseinandergesetzten Methode vornimmt. Es wird daher auch die 
Potenzreihe von (a:, a?! , . . . xj, in welche \p durch die Substitution 

' 9 

Übergeht, einen bestimmten Convergenzbezirk besitzen. Für jedes Innerhalb 
dieses Bezirkes enthaltene Werthsystem (a?, Xi , . . . a:J sind dann sicher auch 
die Reihen yi , . . . y« sämmtlich unbedingt convergent. Dieselben besitzen 
also jedenfalls einen gemeinschaftlichen Convergenzbezirk und stellen, wenn 

Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 1. 2 
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man die Veränderlichen {xyXi^... Xr) auf einen innerhalb deflselben liegen- 
den Bereich in der Art beschränkt, dass fttr jedes in dem letzteren ent- 
haltene Werthsystem [x^Xi^... Xr) das System der zugehörigen Werthe von 
(94 7 • • • ^'n) dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirk der Reihen G^J^ ange- 
hört, Functionen von {x, ir,,...j?J dar, welche die gegebene Differential- 
gleichungen befriedigen und zugleich für a? = in 

fibergehen; w. z. b. w. 
Zusätze: 

A) Es ist angenommen worden, dass 9)(xi, ...orji^o, ... 9)(a:i,,..a;r]„o 
sämmtlich verschwinden, wenn jede der Grössen (j?, a?i,...irj den Werth 
Null erhält Die entwickelten Sätze behalten aber ihre Gültigkeit, wenn 
nur die Functionen 9^0 so angenommen werden, dass das Werthsystem 

dem gemeinschaftlichen Convergenzbereich der Reihen Q^^ angehört, wie 
aus dem gegebenen Beweise ohne Weiteres folgt, wenn man 

yi-y(0...0)i,o, . . . y«-y(0...0),,o 

als die zu bestimmenden Functionen einführt 

B) Es bleiben femer alle Sätze bestehen, wenn an Stelle des be- 
trachteten Systems von Differentialgleichungen das folgende gegeben ist, in 
welchem sämmtliche Functionen G^J){(p^^ ••• ^n) dieselbe Beschaffenheit haben, 
wie in jenem : 

(i-o ; 

V = i"»r, ß = l«»«ii 

Dies ergiebt sich sofort, wenn man den vorstehenden Gleichungen noch 
eine neue 

ox 

hinzufügt, mit der Festsetzung, dass für a: = 
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sein soll, so dass man jedes der Glieder Glj^^ mit -^ multipliciren darf, 

und auf diese Weise ein Gleichungs-System von der Form (1.) erhält — 

C) Sodann behalten die in Rede stehenden Sätze ihre Gültigkeit auch 
dann, wenn in den Gleichungs-Systemen (1.) und (1".) die Functionen Oi^} 
sämmtlich oder zum Theil Quotienten zweier Potenzreihen sind. Man hat 
nur in diesem Falle das Werthsystem 

y(0...0)i,o, . . . y(0... 0)^,0 

so zu wählen, dass dasselbe dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirk aller 
Zähler und Nenner angehört und keiner der Nenner verschwindet, wenn man 

yi = 9(0...0),,o, . . • y„ = y(0...0)«,o 

setzt. 

Wenn nämlich diese Bedingungen erfüllt sind, so lassen sich die 
Functionen G^^^ sämmtlich in Potenzreihen von 

9>i—9>(0... 0)1,0, . . . 9>*-y(0...0),,o 

entwickeln, wodurch dem Gleichungssystem die ursprünglich vorausgesetzte 
Form gegeben wird. 

D) Wenn man nun beachtet, dass die durch das auseinandergesetzte 
Verfahren fUr q>i , ... 9)» sich ergebenden Reihen vollständig bestimmt sind, dass 
sie den vorgelegten Differentialgleichungen genügen und für x = be- 
ziehlich in 

übergehen sollen, so ergiebt sich schliesslich, wenn man alles Vorstehende 
zusammenfasst, folgendes Resultat: 

Es sei gegeben ein System partieller Differentialgleichungen von 
der Form 

(a = l---r, /9= l'-n) 

in denen die G^J^ß und G^^^ sämmtlich Potenzreihen von 9)1 , ... <Pn sind, undL 
es seien auf irgend eine Weise n Potenzreihen von x, Xi , ... Xr 

2* 
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hergestellt, welche für ^i , . . . y^ gesetzt den Differentialgleichungen formell 
genügen, so dass in jeder dieser Gleichungen die Ausdrücke auf der linken 
und rechten Seite , wenn man sie nach Potenzen von a?, a?i , ... x^ ent- 
wickelt, in den Coefficienten der gleichstelligen Glieder übereinstimmen; so 
werden jene Reihen stets innerhalb eines bestimmten Bezirks convergiren 
und analytische Functionen, welche die Differentialgleichungen wirklich be- 
friedigen, darstellen, sobald nur folgende Bedingungen erfüllt sind: 
a) Es müssen die Reihen 

einen gemeinschaftlichen Convergenzbezirk besitzen; 
b; es muss das Werthsystem 

(/)(0,0,...0)i, . . . y(0,0,...0), 

innerhalb des gemeinschaftlichen Convergenzbezirks der Functionen 

enthalten sein; 

c) es darf keine der Functionen G^^^ (9>i , • . . y*} an der Stelle 

(yi = y{O...OX, . . . y« = v(0...0),) 
verschwinden. 

Wenn insbesondere die G^^J, G^"^^ sämmtlich ganze Functionen oder 
beständig convergirende Reihen von ^,, ... (p^ sind, so ist die Bedingung 
b) von selbst erflillt. 

§. n. 

Ich nehme jetzt an, es sei zur Bestimmung einer Function <p von 
r+l Veränderlichen (j:, Xi, ... a?^) irgend eine algebraische partielle Diffe- 
rentialgleichung n^^^ Ordnung gegeben, und auf die Form 

gebracht, wo G eine ganze rationale Function von a?, ajj , . . . o:^ , y und den- 
jenigen Ableitungen 

• r 

in denen 

ist, bedeutet. Dabei darf man voraussetzen, es sei diese Gleichung in dem 
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Sinne irreductibel, dass G nicht das Product zweier Ausdrücke von der- 
selben Form ist. 

Es handelt sich darum, auf die allgemeinste Weise ein diese Diffe- 
rentialgleichung befiriedigendes Functionenelement (in dem Sinne, wie Herr 
Weierstrass dies Wort gebraucht) 

(p {Xf Xf^ .,, Xj. a, Ol , . . . Or) 

zu bestimmen, d. h. eine innerhalb eines bestimmten Bezirks convergente 
und der Differentialgleichung genügende Potenzreihe von x-^a, a?i— -o, , ... Xr—Or, 
wo a, Oi , . . . a^ Constanten bezeichnen. 

Ich betrachte nun zunächst den Fall, den ich den normalen nennen 
will, wo von den Ableitungen 

daf ' öap*; ' ' ' ' daH^ 

wenigstens eine, — ich will annehmen ^-^ — in- G wirklich vorkommt 

Dieses vorausgesetzt lässt sich zeigen, dass man eine der Differentialglei- 
chung genügende Reihe 

(p(x,x,,...Xr\a,a,,...a,) = :S'(&a,a.....a, — -j-^ a;i ' aA J 

(a = 0... oo, a, = 0*"0O, ••• «^ = 0—30) 

erhalten kann, in der, wenn man sie auf die Form 



OD ^'^ 

2v (f {Xi , ,,. Xr öl , . . . OrJ 



VI 



f 



bringt, von den Functionen 9? (a?i , . . . a?^ [ Oj , . . . o^) die n ersten 

(0) («~1) 

(p {xi , . . . a;^ I Ol , . . . a^), ... (p {Xi , ... ^r | ^i 7 • • • ^r) 

im Allgemeinen willkürlich angenommen werden können, die übrigen dann 
aber durch die Differentialgleichung bestimmt werden. 

Setzt man die für (p angenommene Reihe in den Ausdruck auf der 
Linken der Gleichung (1.) ein, und entwickelt denselben nach Potenzen 
von j:— ö, a?!— a,, ... x^— 0^, so muss zunächst das constante Glied ver- 
schwinden, d. h. es muss 

(2.) G(o, a,, ...a;.,6ü,..o...&o,a.,...a^---) = 
sein. 

Ich bezeichne femer zur Abkürzung 
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dx'dx^K..daßJ!r 

mit q>a,^^ und 

ir) 

y(j?l,... Xr\ai^ ... Or) 

bloss mit q>. Dann wird für x = a 

9....^, gleich ^^. ^^ • 

Entwickelt man nun 

G{x, oTi, ... a:^, 9, ... ya,«,.^a^--) 
nach Potenzen von x— a, so wird der Coef&cient von {x—af eine ganze 
Function von 9)^ deren Coefficienten ausser den Veränderlichen Xi^ ... Xr nur 

(0) (1) (n-lj 

die Functionen % Vy ••» V und deren Ableitungen nach {xi^... Xr) ent- 

(») 
halten, und es muss q> so bestimmt werden, dass diese Function, welche 

mit Go{<p) bezeichnet werde, verschwindet, und zugleich q> eine Potenzreihe 
von a?i— ai, ... Xr—ar wird. Dies ist aber immer, und zwar nur auf eine 
einzige Weise, möglich, wenn man a^ ai, . . . a^ und diejenigen Grössen 

in denen 

ist, so annimmt, dass sich aus der Gleichung (2.) fttr 6,o,.j» wenigstens ein 
endlicher Werth, der eine einfache Wurzel der Gleichung ist, ergiebt Diese 
Bedingung als erfüllt vorausgesetzt, sind die Reihen 

(0) (1) (n-1) 

9, y, . . . q> 

im Uebrigen willkürlich, jedoch so, dass jede von ihnen einen Convergenz- 
bezirk besitzt, anzunehmen. Die Ooefficienten der Reihe 

(n) 

die dann stets auch einen gewissen Convergenzbezirk besitzt, werden rational 
aus den Ooefficienten der vorstehenden und aus 6,,o..o zusammengesetzt; es 

giebt also so viel verschiedene Functionen % als verschiedene Werthe von 
6,0^07 ^^ einfache Wurzeln der Gleichung (2.) sind, existiren. 
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Differentiirt man ferner den Ausdruck G, als Function von x be- 
trachtet, so hat die A*® Ableitung desselben die Form 

WO 6'(9„,ü,„o) die partielle Ableitung von G nach 9„,o^ü iat und Hi eine ganze 
Function von x, Xi^ ... x^. und denjenigen Grössen 9«,«,...«^ bezeichnet, 
in welchen 



ist. Der Coefficient von ^^^ in der erwähnten Entwickelung von G 
hat also die Form 

wo Gi und Ä;i,o diejenigen Functionen von a?i, ... Xr bezeichnen, in welche 
G' und Hl dadurch fibergehen, dass man x = a und 

(•) 

setzt. 

Dieser Coefficient muss nun gleich Null sein, und da sich, weil 

Gui(p) an der Stelle (a?! = a,, ... a?;. = flr^) nicht verschwindet, 

1 

, in) 

in eine Potenzreihe von a?!— Oj, ... o?^— a^ entwickeln lässt, so ergiebt 

(n+2) 

sich <p als Potenzreihe von Xi-^a^^ ... a?^— a^, welche völlig bestimmt 

ist, sobald 

(ü) (I) . (»>+a-i) 

(Ü) (1) (n-l) 

es sind. Daraus folgt, dass sich, wenn man a^ ai, ... o^^ 9>^ 9>^ . .. q> 
den obigen Bedingungen gemäss annimmt, darauf nach Fixirung des 

Coefficienten i^o^o zunächst (p und dann 

(n+l) (n+2) 
y, y, . . . 

SO bestimmen lassen, und zwar nur auf eine einzige Weise, wie es er- 
forderlich ist, wenn der Ausdruck 
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€p = -iy(ir,, ... x^|Oi, ...aj — ~y — 



v\ 



der vorgelegten Differentialgleichung formell genügen soll. 

Um nun zu beweisen, dass q> ein Element einer diese Gleichung be- 
friedigenden Analytischen Function von x^ Xi, ... Xr darstellt, hat man zu 
zeigen, dass sie innerhalb eines gewissen Bezirks convergirt. 

Dies geschieht in folgender Weise: 

Ich setze 

(3.) x=^a-{'U, Xi = ai + Wi, . . . a:^ = a^+fi^ 

und bezeichne, unter 9) jetzt die Potenzreihe von w, «,, ... «^ verstehend, in 
welche <p{x,Xi^...Xr\ayai^...ar) durch diese Substitution übergeht, 



• . 



beziehlich mit 

sowie die übrigen Ableitungen 

dx^dx^^^,,.dx^r ' 

in denen a+ai+--- + a^^ii ist, in irgend einer Ordnung genommen mit 

yn+l7 • • • V*' 



Dann hat man 



C4.) 



Ferner kann man, wenn A > 0, 

(5.) 



dq> 



du ^' 



dtpn+l _ dtP/i 

du du,. 



setzen, wo fi eine der Zahlen 1...«^ und v eine der Zahlen l...r ist (Ist 
nämlich 9>n+i = y«,«,,..,«^, so ist mindestens eine der Zahlen «i, ... a^, z.B. 
a^ von Null verschieden, und man hat dann 

du ~" duy ^ 

und es ist (jp«4.i,a.,...a^-i^a, eine der Grössen 9)0, Vi, ... 9.)- 

Bezeichnet man ferner, unter G wie vorhin den Ausdruck auf der 
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linken Seite der Gleichung (1.) verstehend, dessen partielle Ableitungen in 
Beziehung auf x, 9)0? Vn ••• % respective mit 

GXx), ffiip,), G\cp{), . . . (?'(y.), 
so hat man 

aUo 

(6.) G\<p^)^ = ^3(GXy^^,)|^)^:;^\^ 

Endlich ist 

Die (Gleichungen (4.), (o.), (6.). (7.) bilden nun für die Grössen x^x^^ ... Xr, 90? 
Vi? • • • 9o welche sämmtlich Potenzreihen von w, Wj, ... 11^ sind, ein System 
partieller Differentialgleichungen von der in §. I, Zusatz D) betrachteten Form. 
Da sie nun Überdies den dort unter a) und c) angegebeneu Bedingungen 
genügen, so ist damit festgestellt, dass sie sämmtlich innerhalb eines be- 
stimmten Bezirks convergiren. 

Jede auf die angegebene Weise hergestellte Potenzreihe 

ist also wirklich ein Element einer die vorgelegte Differentialgleichung 
befriedigenden analytischen Function. 

Es ist jetzt noch zu untersuchen, ob man umgekehrt auch für jede 
der vorgelegten DiflFerentialgleichung genügende analytische Function q> 
ein sie definirendes Element durch das auseinandergesetzte Verfahren er- 
halten kann. 

Es sei 

(p{x,x,,...xr) = 2: b,, ^ / ^-Vf — ' r 

ein beliebiges Element einer solchen Function, so bestehen für dasselbe^ 
wenn die obigen Bezeichnungen beibehalten werden^ die Gleichungen: 

(») 

in) (n+l) 
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Wenn nun 6^,0 ..o nicht eine mehrfache Wurzel der Gleichung 

ist, so sind durch diese Gleichungen und die Bedingung, dass (p an der Stelle 
(a?! = »1, ... jTr = ör) dcu Wcrth 6n,<uü haben soll, 

(n) («+!) (n+2) 

(p, tp, y, . . . 

vollständig bestimmt. 

Nun besitzt aber die Function stets unendlich viele Elemente, für 
welche 6„,o,.j) eine einfache Wurzel der ebengenannten Gleichung ist, wofern 
die Function nicht eine sogenannte singulare Lösung der Differentialgleichung 
ist, d. h. ausser dieser auch der Gleichung 

<^) = 

genügt. Damit ist bewiesen: 

Ist (p irgend eine der vorgelegten Differentialgleichung, aber nicht 
auch der Gleichung 

genügende analytische Function, so lässt sich jedes Element 

ip {Xy Xi^ ... Xr 0^ Ol , . . . Or) 

derselben , für welches G' ( -g^} an der Stelle (x = a, j?, = Oi , . . . a?^ = a,) 

einen von Null verschiedenen Werth hat, durch das im Vorstehenden ent- 
wickelte Verfahren bestimmen. 

In dem Falle aber, wo (p eine singulare Lösung der Differential- 
gleichung ist, erhält man flir sie durch die Combination der beiden Gleichungen 

e = o, <-0) = o 

entweder eine algebraische Gleichung oder eine partielle Differentialglei- 
chung, der sie als nicht singulare Lösung genttgt. 

§.in. 

Wenn die vorgelegte Differentialgleichung nicht die normale Form 
hat, so kann man ihr dieselbe doch stets dadurch geben, dass man an 
Stelle der Grössen x, a?i , ... Xr ebenso viele lineare Functionen derselben 
(y^ yi ? • • • tfr) als Argumente von y einführt 
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Setzt man nämlich 

y = b '\'CX -\-CiXi '\"" + CrXr 
y^ = b' +c'x +C1X1 +*'' + CrXr 

y^ = b^'^ + C^'^X+c['^Xt + ''^ + ci'^Xry 

wo die 6, c Constanten bezeichnen^ welche der Bedingung unterworfen sind, 
dass die Determinante 



c 
c 



C/| f • • • Cf 



'1? 



• C/y 



M 



^1 ? 



• • • 



dir' 



nicht gleich Null sein darf^ so verwandelt sich der Ausdruck 
in einen anderen von derselben Form 

G{yy y^, ... tfr, y, - dyßdy^,^.,.dyßr "V^ 

in welchem ebenso wie in G nur Ableitungen von nicht höherer als der 
,jten Ordnung vorkommen; und es lässt sich zeigen, dass derselbe im All- 
gemeinen, d. h. wenn man specielle Werthsysteme der Constanten c, c^ , ... c^ 
ausschliesst, die Ableitung 

wirklich enthält. 

Davon überzeugt man sich am leichtesten auf folgende Weise. 
Man hat, wenn man mit 



' o',a' ...a' ^ 'a" 



1 ' — r 






, u. s. w. 



die in £r vorkommenden Ableitungen der n^^^ Ordnung bezeichnet, 



da 

dx 






WO G07 öl, ... Gj, nur Ableitungen von niedrigerer als der [n+lY^^ Ord- 
nung enthalten. Nun ist aber 

3* 
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etc. 
WO die weggelassenen Glieder nur solche Ableitungen 

dyßdyß,^...dyßr 

enthalten, in denen ß+ßt-] h/^r = «+1, aber ß<in+l ist. Man hat also 



1^ = (ö^c-+xr^..c^+(^2c"'^V^..c^+••0-5^ etc., 

wo in den weggelassenen Gliedern, nachdem die in ihnen enthaltenen Ab- 
leitungen von (f nach a?, a:, , . . . j:^ in Ableitungen nach y, y, , ... y^ ver- 
wandelt worden, ^ ^^ nicht vorkommt. 

Wählt man nun die Constanten c, Ci , ... c^ so, dass der Coefficient 
von ^ ^^, in der vorstehenden Gleichung, als Function von a:, a^i, . . . j?^, . . . 

^a,«,,. .a^ 7 • • • betrachtet, nicht identisch verschwindet — was nur für specielle 
Werthsysteme der c, c, , ... c^ eintreten kann — so wird derselbe auch 
nicht identisch gleich Null, wenn man in ihm an Stelle der Veränderlichen 
a:, aJi , . . . a?^ die y, y , , . . . y, einfuhrt und die Ableitungen ^>ajaL,,^.a^ iß Ab- 
leitungen von ip nach y, yj, ... y^ verwandelt; und es kommt also die 

Ableitung ^ ^^^ wirklich vor. Es ist aber 



öy 



dG dG , dG , . dG 



dx dy dy, dyr ' 



und es kann daher ^— , auf die angegebene Weise transformirt , die Ab- 
leitung Q ^^ nur dann enthalten, wenn in G die Ableitung -n-~ vorkommt. 

Nimmt man insbesondere 

y =: X —a —c^ixi — ai) Cr{Xr-ar) 



y, = a:,-a,, 
so sieht man , dass bei gehöriger Wahl von c, , . . . c^ sich q> stets nach 
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Potenzen von 

ar — a— Ci(ari-ai} c^. (ar^ — a^-), a?i— »i, . . . Xr—Or 

entwickeln läast, und dass man diejenigen Functionen, in welche 

für 

übergehen , als Potenzreihen von Xi — Oi , ... Xr — Or im Allgemeinen will- 
ktlrlich nehmen kann. 

Die im Vorstehenden beschriebene Umformung der vorgelegten Diffe- 
rentialgleichung könnte in dem Falle unnöthig erscheinen, wenn in dieser 
Gleichung zwar nicht die «*« Ableitung von (p nach x, aber doch eine 

andere ^-^ (wo fn<Cn, aber > 0) vorkommt, und überdies in den Übrigen 

Ableitungen 

a<Cfn ist. 

Denn nimmt man wie oben 



(p = SS<p (a?! , . . . a?^ I ö| , . . . ö;.) 



VI 
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an, und entwickelt den Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung nach 
Potenzen von x — a, so erhält man zunächst eine Gleichung zwischen 

(0) (1) (m) 

g>, (p, . . . <P 

und einer gewissen Anzahl der Ableitungen der m ersten dieser Functionen 

m (0 (m-l) 

nach Xi, ... Xr. Nimmt man dann die Reihen <p, <Py ^*^ (p willkürlich 
an, doch so, dass die Gleichung, in welche die ebengenannte übergeht, 

(m) 

wenn man ari=^ai, ... ^^=0^ setzt, nach ^aufgelöst, eine endliche, einfache 

(m) 

Wurzel hat, so kann man ip als Potenzreihe von a?,— Oi, ... x^ — Or so be- 
stimmen, dass sie die erstere Gleichung befriedigt und für a?i = a, , ... x^ = a^ 
in jene Wurzel übergeht 

Die übrigen Coefficienten der genannten Entwickelung liefern so- 
dann zur Berechnung der übrigen Functionen 

(p (ari,...x^|ai, ...a^) 
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die erforderlichen Gleichungen, durch welche sie Bämmtlich, und zwar ein- 
deutig, bestimmt werden. 

Man erhält so, ganz in der oben auseinandergesetzten Weise, eine 
Potenzreihe 

welche für tp gesetzt die gegebene Differentialgleichung formell befriedigt 
Aber ich habe bemerkt, dass wenn diese Reihe convergent sein soll, 

(0) (m-l) 

die Functionen 9>^ . * . 9 nicht willkürlich angenommen werden können, 
sondern solchen Beschränkungen unterworfen sind, dass man im Allgemeinen 
sagen kann, die Reihe 

(p{x^ Xi, ... Xr\(if ^1, ... dr) 

convergire an keiner Stelle (ar, Xi , . . . Xr) , wie nahe man dieselbe auch der 
Stelle (a^ai,...o^) annehmen kann. 

Ich begnüge mich aber hier dies an einem Beispiel nachzuweisen. 

Es sei die Differentialgleichung 

dx öy* 

gegeben. Wenn (pü{y\b) irgend eine Potenzreihe von y — 6 ist, so genügt 
die Reihe 

dieser Differentialgleichung formell, und geht für a: = a in 90 (y|*) über, sie 
besitzt aber nur bei einer ganz besonderen Wahl von q>()(y\b) einen Con- 
vergenzbezirk , während im Allgemeinen sie für kein Werthsystem (x, y) 
eine bestimmte, endliche Summe hat. 
Es sei z. B. a = 0, 6 = 0, 

Vo{y\b) = YIZ^' 
Dann ist 

d^q> nl 

und die obige Reihe geht in 

Qo 2y! x^ 

£y 



v\ (1-^)^"+» 

über, von der es leicht zu sehen ist, dass sie divergent ist, wie klein auch 
X, y angenommen werden. 
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Um allgemein zu zeigen, welche Bedingung die Function ^(y| 6) 
erfüllen muss, damit ein die gegebene Differentialgleichung befriedigendes- 
Element <p{x^y\a^b)j das für x = a in yu(y|6) übergeht, existire, bemerke 
ich, dass die Differentialgleichung in Beziehung auf die Veränderliche y 
die normale Form hat; wenn man daher zwei Functionen 

(ü) (1) 

willkürlich annimmt, so kann man (pix^yla^b) nach dem Vorhergehenden 
so bestimmen, dass diese Function der gegebenen Differentialgleichung ge- 
nügt und für jf = 6 

(p{x, y a, b) in <pix\d) 
und 

ßy in (p{x\a) 

übergeht. Und zwar erhält man, da in diesem Falle 

(0) 

(p[x\a) nur den einen Werth ^^ ' ^^ 
hat, 

als den allgemeinsten Ausdruck von (p[Xyy\a,b). 



Ist nun 



(p{x\a) = £vCy[x-'ay 



und 



(0 00 , 

ip{x\a) = £yc,{x-a)% 



u 



so ergiebt sich 



«. V! , . vo« . 2- V\ , , .N2y+1 



Bezeichnet man nun mit i} eine positive Grösse, die kleiner ist als 

CO 0) 

der Radius des gemeinschaftlichen Convergenzbezirks der Reihen ify (p^ und 
die absoliften Beträge von c^y c^ mit |c,,|, |c^{, so lässt sich eine positive 
Grösse g so angeben, dass für jeden Werth von v 



^y\^9(f y \^y\^99 



."V 
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Es muBS also g>(i{y\b) so gewählt werden, dass fUr zwei bestimmte Grössen ^^ q 
dem absoluten Betrage nach 



der Goefficient von (y — bf'' kleiner ist als ^ \t 99 



^' —r 

9 



Daraus folgt, dass die Reihe 

dy^" vi 

niemals convergent ist, wie klein man auch x — a, y — b annehmen möge, 
wenn die Reihe (po{y\b) nur einen beschränkten Gonvergenzbezirk besitzt 
Aber auch wenn (pu(y\b) eine beständig convergirende Reihe ist, kann die 
vorstehende Reihe beständig divergent sein. Dies ist z. B. der Fall, 
wenn man 

annimmt, weil dann die eben angegebenen Bedingungen fUr die Goefificienten 
der Reihe (Pi)(y\b) nicht erfüllt sind. 

§.IV. 
Ich gehe jetzt zu dem Fall über, wo zur Bestimmung von m 
Functionen <pi, ... (p„, von r+1 Veränderlichen {XyXi,...Xr) ein System 
von m algebraischen partiellen Differentialgleichungen gegeben ist, welches 
in Beziehung auf (pi von der 1»^*®° Ordnung sein möge. Ich setze dabei 
voraus, dass dasselbe die normale Form habe, d. h. dass in demselben die 
Ableitungen 



dx^^ ' dx 



n 



m 



wirklich vorkommen, und dass es, wenn man diese Grössen als die Unbe- 
kannten, die übrigen in ihm vorkommenden aber als willkürlich gegebene 
betrachtet, auflösbar sei, und nur eine endliche Anzahl von Werthsystemen 
der genannten Grössen liefere. 

Der ersten Bedingung ist, wenn sie nicht von selbst erfüllt sein sollte, 
stets durch eine lineare Transformation der unabhängigen Veränderlichen 
in der im vorhergehenden Paragraphen angegebenen Weise zu genügen. 

Was dagegen die zweite Bedingung angeht, so bleibt allerdings noch 
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ZU untersuchen, ob ein Gleichungssystem von nicht normaler Form stet» 
durch ein ähnliches Verfahren, wie es Jacobi bei einem System gewöhn- 
licher Differentialgleichungen angewandt hat, auf ein normales zurückgeflihrt 
werden könne, worauf ich aber hier nicht eingehen kann. 

Dieses vorausgeschickt, bringe ich das vorgelegte Gleichungssystem 
folgendermassen auf eine „canonische'' Gestalt: 

Man kanU) um die Grössen 



'IM 

• • • 



durch X, a?i, ... Xr, ^i, ... y,„ und die in den gegebenen Gleichungen 
enthaltenen Ableitungen von y i , ... y„, auszudrücken, eine lineare Function 
der ersteren 

wo Ci, ... Cm willktlrlich anzunehmende Constanten bezeichnen, als unbe- 
kannte Grösse einführen. Man erhält dann für ip^ eine algebraische Gleichung 

® = 0, 

wo ® eine ganze Function von (^o, deren Coefficienten ganze und rationale 
Functionen der als bekannt angenommenen Grössen sind, bezeichnet. 

Es sei G ein unzerlegbarer Theiler von ®, so entspricht jedem 
Werthe von ^u, welcher der Gleichung 

G = 

genügt, ein Werth System der unbekannten Ableitungen: 





G, 




Gm 






r dG 
"i = — -,. 





WO 



ist 

Es werden daher die gegebenen Gleichungen ersetzt durch eine ge- 
wisse Anzahl von Gleichungssystemen der Form 

G{(p») = 0, 
(1.) ' ^^^ 



. . 
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WO die ftämmtlichen 0, wenn man 

5« + 0, + «.+0y^j^ 



mit q>xja,a„^ar bczeichnct, ganze rationale Functionen von x^ Xi^ ... Xr und 
denjenigen Grössen 

sind, in denen — für den jedesmal betrachteten Werth von l — 

ist 

Es handelt sich nun darum, m+1 Functionen-Elemente 

yo(^^^ij."^r|ö^öi, — ^r)7 H>\{XyXi^...Xr\ayai^...ar)^ ... (p^{XyXi^...Xr\a^ai^...ar) 

auf die allgemeinste Weise so zu bestimmen, dass dieselben für 9)0, 9)1, ... ^^ 
gesetzt, die Gleichungen (1.) befriedigen. 

Man setze, unter l eine der 2iahlen 0, 1, ... m verstehend, 

(2.) / (a = 0...oc, a, =0...oo, ... a^ = 0...c») 

= ^aV;. (a:,,... x^ aj, ... aj -t — , 

die Conetanten a, Oi, ... a^ und sämmtliche Coefficienten 6L!i,,..a^ vor- 
läufig ganz unbestimmt lassend, und entwickele den Ausdruck G nach 
Potenzen von ar— a, ar, — Oi, ... Xr—a^; so erhält man das constante Glied 

dieser Entwickelung, das mit G bezeichnet werden möge, wenn man in G 

G, Ol, ... a^ ilir Xy X\^ ... Xry 

und 

6^!l.o für tp, 

setzt. Dann muss, wenn die Gleichungen (1.) befriedigt werden sollen, 
zunächst 

G = 
sein. Diese Gleichung dient dazu, um 6f% o durch die eben genannten 
Grössen auszudrücken. Die letzteren müssen also so gewählt werden, dass 

in dem Ausdrucke G die zu bestimmende Grösse 6Jj]..ü wirklich vorkommt. 
Entwickelt man femer G nach Potenzen von x—a^ so wird der 
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Coefficient von {x—af^ der mit GCvo) bezeichnet werden möge, dadurch er- 
halten, dasB man in G 

a fllr o:, 
(•) 

nnd 

00 

setzt Es ist also * 

(0) 

eine ganze Function von q>o mit Coefficienten, welche ganze Functionen von 
femer von 

(0) («1-0 00 C«m-*) 

Vi 7 • • • ^11 ... y,„, . . . (fm, 

und einer gewissen Anzahl der Ableitungen dieser Functionen sind. Die- 
selbe geht in G über, wenn man ari = äi,... a:^ = a,. nimmt. Unterwirft 
man also die in ff vorkommenden Grössen a, ai, •.. a^, b^aX.,^r ^®^ ^®" 
dingung, dass die Gleichung 

G = 

nach 6(?|^^o aufgelöst, mindestens eine endliche, einfache Wurzel besitze, und 
versteht jetzt unter bS^ti eine solche, so giebt es eine völlig bestimmte 

(0) 00 

Function yo(«i, ••• «r|«i, ...«r)i welche, fllr y,, gesetzt, der Gleichung 

• 00 

(3.) G((p,,) = 

genügt, und in bS^^ übergeht, wenn man Xi^ai^...Xr = ar setzt Dabei 
können die Coefficienten der eben genannten fit + ih+-"4-»m Functionen 

. q>x{xi^ ... a?^|ai, ...aj, 

abgesehen von der angegebenen Beschränkung, ganz willkürlich angenommen 
werden, selbstverständlich jedoch so, dass jede von ihnen einen Gonver- 
genzbezirk besitze. Dann hat die in der angegebenen Weise bestimmte 

r.aca«n ;(«.,... x,!..,....,) ebe-MU immer eü-eo gew»«n C-v«- 

genzbezirk. 

4« 
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Differentiirt man ferner den Ausdruck 

als Function von x betrachtet, so hat die v*® Ableitung derselben die Form 

WO H^y^ eine ganze Function von x, a?, , ... Xr und denjenigen Grössen 
in denen — bei dem jedesmal betrachteten Werth von l — 

ist, bezeichnet. 

Die Entwickelung von 

das*/- * 

nach Potenzen von x—a hat also die Form 

.(•/+') . 

wo G', Hi^^ aus G', ÄJ'^ dadurch entstehen, dass man setzt 

X = a 
und 

Es hat ferner die v^^ Ableitung des Ausdruckes G nach x die Gestalt: 

wo Ä^^ dieselbe Gestalt wie die vorstehenden Functionen Hl^^ hat. 
Bezeichnet man also mit 

die Ausdrücke, in welche G^^^, Hi''^ dadurch Übergehen, dass man x = a und 

(«> 

setzt, so ist der Coefficient von -^^ — |-^^ in der Entwickelung von G nach 
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Potenzen von x— a 






Damit also die Gleichungen (1.) befriedigt werden, muss man haben 

(40 G' ipi +Äi^> = 0, (i = 0, 1, . . . m). 

Da sich, weil G' an der Stelle (aji = Oi , . . . a:^ = aj nicht verschwindet, 

1 

in eine Potenzreihe von a?i — Oi, ... o:,.— a^ entwickeln Ittsst, so ergeben 
sich ans den Gleichnngen (4.) 

(y+l) («,+y) (»m+»') 

als Potenzreihen von a?i— ai,...x^— a^, welche vollständig bestimmt sind, 
sobald 



00 




<Po 




0)) 


(»,-1) 


Vi, • 

1 • • 


• • Vi 

• • • 



Vm^ . • . Vm 

es sind. 

Daraus folgt, dass wenn man a, ai, ... o^ und die vorstehenden 
Functionen 

y;i(a:i, ... ar^|ai, ... a^) (für i = l...m) 

den angegebenen Bedingungen gemäss, im Uebrigen aber willkürlich an- 
nimmt, darauf, nach Fixirung der ans der Gleichung 

G = 

(0) 

sich ergebenden Coefificienten (&^|^.o, zunächst (p^ und dann die sämmtlichen 

Functionen ipi (xi , . . . a:^ | Oi , . . . o^) sich so bestimmen lassen, und zwar nur 
auf eine einzige Weise, wie es erforderlich ist, wenn 
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(5.) 



y» — Ä« Vd (,iCi , . . . iTr I ^1 ? • • • ö^ j ~T 












den Gleichungen (1.) formell genügen sollen. 

Um nun zu beweisen, dass die so bestimmten Ausdrücke 9)0, 9>i) ••• ^m 
ein System von Functionen-Elementen bilden, welches die Gleichungen (1.) 
wirklich befriedigt, hat man nur zu zeigen, dass sie innerhalb eines be- 
stimmten Bezirks convergiren. 

Ich setze wieder 

und verstehe jetzt unter yj;«,«,,,..»^ die Potenzreihe von u, Ui^ . .. Ur, in welche 

durch diese Substitution Übergeht. 
Dann hat man 

dtpi _ 

(6.) j (Ä = l,...m) 

^ 5S = ^'^ 

wo man, wenn ni = l ist, nur die letzte Gleichung beizubehalten hat 
Femer hat man 

O'^ + ff^' = 0, 
wo H^^^ eine ganze Function von u, Ui^ .. . Ur und denjenigen Grössen 

in welchen für den jedesmal betrachteten Werth von /m 

ist Man kann aber aus H^^^ die Grössen 

I • • * 
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und deren ersten Ableitungen nach den Veränderlichen Xi^ ... Xr vermittelst 
der Gleichnngen (4) eliminiren, nnd erhält so eine Gl^hnng 

(7.) (G7^-Go = 0, 

wo k eine der 2iahlen 0, 1, 2, 3 und Go ein Ansdruck von derselben Gestalt 
wie die Oi in den Gleichnngen (6.) ist 

Sodann hat man für jede Function (pi.a,a,^Mr9 ^ welcher 

und mindestens eine der Grössen o, ^ ... a^, z. B. a^>0 ist, 



[p,) 



du dUfjt 



Endlich ist 



w -^=1. ^=«. ••■ ^=«- 



So ergiebt sich für «, a?, , . , . «^ und diejenigen Functionen 

in welchen a + «i + '-' + «r < «a ist (wobei jedoch jetzt jerfe solche Function, 
auch wenn sie in den Gleichungen (1.) nicht vorkommen sollte, in Betracht 
zu ziehen ist), ein System partieller Differentialgleichungen von der in §. I, 
Zusatz D) betrachteten FomL 

Damit ist festgestellt, dass sie Potenzreihen von tf, Ui, ... ti^ oder 
x — a, Xi — ai^ ... Xr — ttr sind, welche sän^mtlich innerhalb eines bestimmten 
Bezirks convergiren, indem die am angeführten Orte unter a), 6) angegebenen 
Bedingungen in diesem Falle erfüllt sind. 

Der Beweis femer, dass man für jedes die Gleichungen (1.) befrie- 
digende System analytischer Functionen ein dasselbe definirendes System 
von Functionen-Elementen durch das beschriebene Verfahren erhalten kann, 
wird ganz so geführt, wie es am Schlüsse des §. ü. für den Fall, dass nur 
eine Differentialgleichung vorliegt, geschehen ist. Die singulären Lösungen 
der Gleichungen (1.) bilden diejenigen Functionensysteme 9>«, ^i, ... y„., 
welche ausser den genannten Gleichungen auch noch die Gleichung G = 
befriedigen. Die Bestimmung dieser singulären Functionen-Systeme lässt 
sich aber immer durch algebraische Gleichungen oder vermittelst eines 
Systems anderer Differentialgleichungen, von dem sie keine singulären Lö- 
sungen sind, bewerkstelligen. 
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Hiermit ist die Aufgabe, die ich mir gestellt habe, vollständig getöst 
Ich bemerke aber noch Folgendes. Auch transcendente partielle Differential* 
gleichungen lassen sich in vielen Fällen auf das Gleichungssystem (1.) in 
der Art zurückführen, dass 

G, Gl, ... G^ 

nicht rationale, aber in der Form beständig convergirender Potenzreihen 
darstellbare ganze Functionen von 

X, a?!, ... Xr und den Grössen g>i;a,a„.^ar 

sind. In diesem Falle behalten die im Vorstehenden geftmdenen Resultate 
ihre volle Gültigkeit, wie aus der Herleitung derselben ohne Weiteres er- 
sichtlich ist. 

Berlin, im Juli 1874 
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Sur quelques systfemes particuliers d'6quations 

difförentielles. 

(Par M. Edouard Combescure k Montpellier.) 



l/ans un travail ins^r^ au tome 63 de ce Journal (1864), j'ai fait, 
en terminant, pages 358 — 359, quelques rapides remarques, pr^sent^es d'une 
mani^re un peu vague et sur lesquelles je me proposais de revenir. Avant 
^t^ ramen^ incidemment sur ces remarques, que j'avais k-peu-pr^s perdues 
de vue, j'ai pens^ qu'il ne serait peut-6tre pas sans int^rßt d'en faire Tobjet 
de quelques d^veloppements et d'en präsenter diverses applications parti- 
culiferes. 

§. 1. Remarques gän^rales. 

1. Soit le Systeme 

/-• N dx^ Y dx^ Y" dx^ Y 

oü les seconds membres sont des fonctions homogenes, du degr^ un, des 
variables a?i , X2^ ... x^, la variable ind^pendante t pouvant entrer d'une 
mani^re quelconque dans ces seconds membres. Par la Substitution 

on ram^ne imm^diatement ce Systeme au suivant 

Fi, ^2, ... V^ ^tant des fonctions de /^ 1*2, ... ««^ ind^pendantes de x^. 
L'int^gration des n— 1 demi^res de ces ^quations conduira donc k autant 
d'int^grales 

^2 = 02, (pi = Ci^ . . ., <p^=Cn, 

dont les premiers membres, libres de toute constante d'int^gration, d^pendent 
uniquement de t, U2^ . . . u^, tandis que les seconds membres sont des con- 
stantes arbitraires. La premi^re ^quation diffi^rentielle, moyennant une qua- 
drature et en mettant ensuite 9)27 9^39 • • • Vn &u li^u de C2, c,, ... c^ donnera 



Vi ' 
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ipx etant uiie fonctiou de /, «lo ,...«„ ne contenant pas de constante arbi- 
traire et c^ etant la n«*® constante d'int^gration. Le Systeme de ces n inte- 
grales peut etre remplac^ par le suivant 

i^-/. ^^3^-r 5L?L-r 5?--r 

9i 9i Vt Vi 

On peut donc dire qu'un Systeme d'^quations diff^rentielles tel que (1.) 

admet toujours un Systeme integral form^ de n integrales ind^pendantes 

homogenes, de degr^ un, par rapport aux variables x^ Xj, ... a?«. 

R^ciproquement pour qu'un Systeme de n ^quations differentielles du 
premier ordre admette un Systeme integral form^ de n fonctions s^parement 
homogenes relativement ä a?i , ^2 , . . . a?^ , il faut que les seconds membres 
JTi, Xj, ... X^y de ce Systeme d'^quations differentielles (1.) soient tou» 
homogenes, de degr^ un, par rapport aux variables xi, 0^27 ••• ^n« 

On peut d'abord supposer que le degr^ d'homogeneite est le meme 
pour toutes les integrales, car, dans le cas contraire, il suffirait d'^lever ces 
integrales ä des puissanccs convenables ou de leur substituer^ certaines 
combinaisons de ces memes integrales pour que, dans le Systeme equivalent 
obtenu, le degre d'homogeneite se trouve partout le m6me. Cela etant 
et les fonctions integrales etant designees par /i , /^ , ... f^, on aura 



^/" -1- Y ^'" O- Y ^/^ O- J- Y ^/« — n 



En resolvant ces equations par rapport ä Xj, JCj, ... X^, Fexpression de Jfi, 
par exemple, s'obtiendra, abstraction faite du signe, en divisant le determinant 

par le determinant 

qni n'est pas nul d'apr^s les hypoth^ses admises: or ^ etant le degrd 
commun des fonctions f, le premier de ces determinants est evidemment 
une fonction homogene de degre «(|t— 1)+1, tandisque le second est homo- 
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gh\e de degr^ «(a — 1) par rapport aux variables ar,, Xi^ ... x„; donc Xi 
est une fonction homogene, de degr^ un, de» mßmes variables. 

' Ell r^sum^. pour quun Systeme fequations differentielles du premier 
ordre admette un Systeme integral uniquement forme de fonctions homogenes 
relatieement aux fonctions inconnues Xi^ X2^ ... x^, il faut et il sufßt que 
les fonctions Xi^ X^^ ... X^ qui sont les ealeurs donnees des derivees 

dx^ dx^ dxn 

~dr' "dT' * ' ' "rfT 

soient homogänes^ de degre un, par rapport aux variables Xi^ a;,? ••• ^n« £t 
Ton peut supposer, si Ton veut, que toutes les fonctions integrales sont aussi 
du degr^ un d'homogen^ite. 

2. Bien que les n fonctions qui constituent le Systeme integral des 
^quations (1.) puissent toujours 6tre suppos^es homogenes, ainsi qu'on vient 
de le dire, rien n'empßche de combiner ces fonctions de diverses mani^res 
de fagon ä former d'autres systtmes Äquivalents de n integrales dont tout 
ou partie ne soient plus homogenes: et comme on n'a pas de moyen g^- 
neral dlnt^grer un Systeme tel que (1.), il est clair que, dans les essais 
dlnt^gration eflfective d'un pareil Systeme, on peut tomber sur des integrales 
qui ne pr^sentent plus le caract^re d'homogeneitö th^orique dont on a parle. 
Soit donc 

(2.) f{t, x,, ^2, . •. a?,) = const 

une integrale tout-ä-fait quelconque des equations (1.), la fonction / ne ren- 
feiinant aucune constante d'integration. Le Systeme (1.) jouissant de la pro- 
priete manifeste de rester exactement le mßme lorsqu'on y remplace ar,, 
x^j . .. x„ respectivement par (l+/r)aJi, {l+k)x2^ . . . (l+&)a?„, oü k designe 
une constante tout-k-fait quelconque, 11 est clair que, pour les m6mes 
systtmes de valeurs de *^ a?i, a?2, . .• a;„, et quel que soit k, on aura, en 
möme temps que (2.), Vequation 

(2'.) f{t, {l+k)x,, {l+k)x2, ... (l+k)x,) = const 

Si f est homogene relativement k Xi , a?2 , ... x, , cette equation rentrera 
evidemment dans la precedente. Si f est la somme/de plusieurs fonctions 
homogenes /i, /i, ... ^, de degre ^u,, ^, ... ^^ respectivement, on aura 
simultanemeut 

A+A+--'+/p = const, 

(i+*)^'A+(i+*r'A+--+(i+*r'^/; = const, 
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et comme k peut varier (l'une mani^re tout-k-fait arbitraire de qnelque 
maniöre qiie rc, , ar^? ••• ^« varient finalement avec t, il faudra que Ton ait 

(2".) /i = const, /2 = const, ... ^ = const, 

les seconds membres ^tant g^n^ralement des constantes arbitraires ind6- 
pendantes et non des constantes particiili^res. Mais il peut arriver que cer- 
taines fonctions /^ soient des combinaisons des autres, et cela arrivera n6- 
cessairement si Ton suppose p sup^rieur ä », le nombre des integrales 
distinctes des ^quations (1.) ^tant pr^cis^ment n: dans ce cas les constantes 
correspondantes d^pendront des autres dans les ^quations (2".). 

Si f n'est pas une somme de fonctions homogenes, alors, en d^ve- 
loppant le premier membre de T^quation (2'.) suivant les puissances ascen- 
dantes de Ar, on aura le groupe d'int^grales 

fit, a?i, oTo, ... x^) = const, 
^f X df , , df 

qui constitue au moins une et au plus n integrales independantes. 

On voit par Ik comment dune seule integrale (2.) du sysldme (1.), si 
cetle integrale nest pas repräsentee par une fonction homogäne, on peut de- 
duire tout ou partie des n integrtües de ce systbme. 

§. 2. Cas des ^quations Unfaires. 
1. Lorsque X^^ A2, ... X^ sont des fonctions lin^aires et toujoura 
homogenes de ajj, a?2, . . . a?„, si Ton d^signe par |,, I27 • • • f« une Solution 
particulifere du Systeme (1.) et que Ton pose d'une mani^re indeiinie 

le Systeme (1.) est renaplac^ par le suivant 

oü Zi , Z2 , . . . Z„ ne sont autres que les fonctions JT, , -X2 , ... X^ dans les- 
quelles on ^crit «i, «>, ... a„ au Heu de x,, a^, ... x^ respectivement 
Comme les ^quations (1'.) restent encore les mßmes quand on y remplace 
J8], J52, ... Zn, par Arj5i, Aris,? ••• Ars«, k 6ts,nt une constante quelconqne, si 
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Ton connatt une integrale quelconque des ^quations (1.) 

f(t, x^ , x,^ ... X,) = const. , 
cette derni^re ^quatioii de\Ta subsister, quel que soit k, lorsqu'on y 6crira 

i,(l+&) + &j5i, §2(l+Ä;) + fta2, ... $„(l+ft) + A«n, ou encore 
|, + ÄXi, $2+ÄiP27 ••• bn + Äar«, au lieu de 

X\ ^ X2 j ... x^ ^ 

respectiveBient. On devra donc avoir, en mfeine temps que r^quation pr^- 
c^dente, 

(2.) f{l, Ii + Äa?,, ^2 + ÄiP2, ... ^n-i-kXn) = const 

Les deux ^quafions devant avoir lieu, quel que soit k et de quelque mani^re 
que a:, , ajj, • • • ^n d^pendent finalement de la variable ind^pendante t, en 
d^veloppant suivant les puissauces enti^res et positives de ft^ on obtiendra 
le groupe d'int^grales 

f{l^ Xi , a?2 7 ... ^n) = const. , 
^^BX'^^n-^l^'r-^-x^^^ = const, 

(a?! ßi +^2-^ H \-Xn nf ) = const , 



öl, ' -^ ö^, • ' -» öl 



les exposants ^tant symboliques. On voit donc quetant dannees une inte- 
grale dun systäme (fequalions lineaires homognes et une Solution particuliere 
de ce systäme on peut en deduire tout ou partie des integrales de ce sgstdme. 

Si r^quation (2.) n'^tait pas d^veloppable suivant les puissances 
enti^res et positives de k, mais qu'elle admlt un d^veloppement limit^ ou 
illimit^ suivant les puissances fractionnaires positives ou negatives de cette 
variable, on d^duirait de (2.) des integrales, g^n^ralement nouvelles, en 
^galant ä des constantes les groupes respectifs de tennes qui multiplient 
les diverses puissances de k. 

2. Consid^rons, par exemple, le Systeme 

j dx, _ ji^ 1 1 

dt '^ t^' /(i^_() ^2- <(! + <) ^'' 

dt ~ i-t* ^ i-t* **' 
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lequel admet rint^grale 

a? , -{-x^x^ x^ x^ *^9 \ ^) ^j 



const , 



aiiisi qu'on peqt le v^rifier par la diif^rentiatiou imm^.diate. Cette integrale 
peut aussi s'^crire 

(b.) ^-L+3_-?i.3_±_y».^»Tj^3 _ ^^^st^ 

^ ^ t r-[-i i — 1 

Les ^quations (a.) »ont satisfaites quand on prend 

X''\ "^^^ X> «1/2 ~^ J-^ ^Z """■ *• 

Rempla^ant, en cons^quence, daus Tint^grale (b.) a?!, X2^ x^ par l+a^i, l+a?,, 
f+a;3 respectivement et ^galant k des constantes arbitraires Tensemble des 
tennes de mSme degr^ en o?!, o^^, xs, ou obtient les denx nouvelles integrales 

(c.) - ^^- + --J ,_^ + T+\ '~T^' " ''^''^^' 

(d.) ?V±i|.z:3. + ^+p. + 5|r^^^^^ = eonst. 

Les trois ^quations (b.), (c), (d.) constituent donc; un Systeme integral com- 
plet des ^quations (a.). La forme particmli^re de ces trois integrales pennet 
ici d'^crire 

Ci^ c^^ Cy d^signant des constantes arbitraires. De lä on tirera tout de suite 
les expressions de x,, x^^ x^ en fonctions de la variable ind^pendante t 
Les eqnations (a.) admettent la Solution particuli^re 

Xl = ty X-2 = 0, X^ = 0. 

Si Ton eüt pris cette Solution pour point de d^part, en rempla^ant dans 
(b.), a?i, J^2, X3 par Xi+t, a?2, 0:3, on n'aurait d^duit de (b.) qu'une seule 
integrale nouvelle, savoir 

Si au lieu de Tint^grale (b.) on se fßt donn^ la suivante, qui appartient aussi 
au Systeme (a.), 

x. 4- ic, — jc. Ix* — x^ 

en prenant tonjours la Solution particnli^re 1, 1, /, rempla^aut xi, Xj, xt 
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par l + iTi, l+iT^, t+x^^ puis d^veloppant suivant les puissances ascen- 
dantes de a?i, a:^, x^ par la forraule du binöme, on reconiiattrait que les 
^qnations, en nombre infini, obtenues en ^galant ä des constantes les grotipes 
de termes de mßme degr^ conduisent ä la cons^quence nnique, savoir qua 
les trois fonetions particuli^res 

x^ + x^-x, x] — xl x^ - tx, 

ont des valeurs constantes arbitraires, ce qui redonne un Systeme integral 
complet äquivalent ä celui qu'on a trouv^ ci-dessus. 

Je vais actuellement faire usage de la propri^t^ qui vient d'fitre Sta- 
bile, pour r^soudre quelques probl^mes particuliers qui ont 6t^ trait^s par 
des proc^d^s peut-6tre moins uniformes et moins sym^triques. 

§. 3. Probleme de g^om^trie. 
„Etant donn^e une courbe (otx, j;,» ^3) situ^e sur une surface du 
2me ordre, aussi donn^e, 



a?? . ir! . x^ 






«. «a «s 



trouver une autre courbe (X,, X^^ X,), situ^e sur la m^me sur&ce, teile 
que ses tangentes soient respectivement paralleles aux tangentes successives 
de la premiÄre." 

Ces conditioiV9 g^om^triques sont ^videmment exprim^es par les 
^quations 

ö: ö» fl. 

dX, dX^ dX, 

dx^ dx^ dx^ 

"äT-*" -^-^" "^-^" 

A, JL^ JL 
= Xi , = X^ , — — = X\ , 

les pr^c^entes ^uations deviennent 

(1.) x\+a^-\xl = 1, 

Ap ^tut une iiidi^rmin^, et peuvent d^s lors dtre consid^r^es comme se 



Si Ton pose 



■■>■ 
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rapportant k un certaiu probl^me sph^rique dout la Solution pourrait se d6^ 
duire d'un calcul de M. J. A, Serret, Mais il s'agit simplement ici de 
donner un exemple, non forme ä priori, dans lequel les remarques ci-demus 
trouvent une application. En d^signant par / la variable ind^pendante 
moyen de laquelle toutes les quantit^s de la question sont cens^es 
prim^es, la diff^rentiation successive de (1.) par rapport ä eette variable, 
et en ^liminant chaque fois 

dx^ dx^ dx^ 
~di ' dt ' li 

au moyen de (2.), conduira ä une ^quation lin^ire en i, ou encore k un 
Systeme d'^quations Unfaires aux inconnues Xi , a?2 , ar,. Or on peut se difr^ 
penser de former ce Systeme. Comme, en effet, l'^quation (1.) en sera une 
integrale et que, de plus, k cause de 

(§.) H + ^l + l^ = 1 

le mSme Systeme admettra ^videmment la Solution particuli^re 

a?! = ^1 , ic? = $2 , iP3 = Ij ; 

en rempla^ant dans (1.) Xi, Xi, x^ par x,+$i, a?2 + '»2, 2^3 + ^3 et ^galant k 
des constantes arbitraires l'ensemble des termes du m6me degr^ ^n ^9 dstt 
0:3, on aura, ind^pendamment de Tint^grale (1.) la uouvelle integrale 

(3.) ^iX^-\-^'i^.'\-h^i = c, 

e 6tant une constante arbitraire. En diff^rentiant eette demi^re ^quation et 
tenant compte de (f.) et de (2.) on obtient 

(4.) ^iX^ + ^^Xi + ^iX^ = 0. 

Les ^quations (l.j, (3.), (4.) d^terminent o:, , x,^ Xj, et, en posant 



on en d^uit 



Xi = Il cos € + ($3-^—^2 -/-)8in€. 



X. = l2C0S€+(,?i^— Ij-A^gin«^ 

X, = |3cos.+(|,^-|,-^)sin£. 
§. 4. Probleme de m^canique. 

II s'agit pr^cis^ment du probl^me que j'ai r^solu dans le travail oit£ 
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et sur lequel je me proposais de reveiiir. Ce probl^me a pour objet la 
d^terminatiou des cosinus des augles ^jue fönt trois axes rectangulaires 
mobiles avec trois axes rectangulaires fixes, qnand on connait en fonctions 
du temps les composantes de rotation du Systeme autour de chacun des 
axes mobiles. Autrement dit, il s'agit d'integrer les ^quations 

/i X ^1 ^2 ^^8 

(1.) -^=^piX2—p2Xi^ -^"^Pi^i — p^^ii -^^-=P2^i~Pi^i 

oü pi, p2, pi sont des fonctions donn^es de la variable ind^pendante t 

En multipliant ces ^quations par Xi^ X2^ x^ et ajoutant on obtient 
rint^grale suivante, dans laquelle on peut supposer ^gal^e ä un la constante 
d'int^gration, 

(2.) xi-^ai+xl = 1. 
Soit 11, ^2, ^3 une Solution particuli^re du Systeme (1.): on peut supposer 

1?+!?+^ = 1. 

En rempla^ant dans (2.) x^^ x^^ x^ par Xi + I,, iC2+l2, a?3+?3 on en con- 
clura, conform^ment ä ce qui a ^t^ dit au §. 2, la nouvelle integrale 

(3.) ^lX^+'i2X2 + ^zX^ = 

oü j'ai suppos^ nulle la constante arbitraire, (;e qui conduira ä une So- 
lution particuli^re de la question, mais il sera facile de passer imm6- 
diatement ä la Solution g^n^rale. Si Ton d^signe par u une ind^termin^e 
et que Ton pose 

(4.) PxX^+p^Xi+pzX^ = u, 
ce qui entraine, en diff^rentiant et ayant ^gard k (1.), 

(5.) PiX^+p'iX^+PiX^ = u'; 
on tirera de (3.), (4.), (5.) 

(6.) ]Rx2 = {^iPi-hpx)u+{^iPi—^iPi)u\ 

[RXj = (l2pi — |,p2)fl+(flP2 — I2P1)«', 

OÜ 

Pl P2 Pi 

Pi Pl Pi 

Il I2 I3 

En d^signant par S une somme sym^trique et posant 

2(§2P,-^sP2f = :s^'^ = (x>\ 

-2'(l2P3~l3pi)' = w', 
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Ä = 



42 Combeacure, sur quelques »ysUme* particuliers dequalUms differentieües. 

pnis, obsei'vant que 

^{iiP3—i3P2){^2P3—SiPi) = mm' 

k cause de 

^{^2p3-SiP2){tip3-^ipi) = -2'|',(i',/»j — ^jP,) = 0, 

on anra, eii faisant la somme des carr^s des ^qnations (6.) et ayant ^gard 

k (2.), 

®'tt'*-2S)a)'«»'+«'a»'-Ä' = 0; 

d'oü 

mu' = m'u±yw-{ai'-m'^)u\ 

D'aillenrs des relations 

m' = Sp]-(SpJ,)\ 

mm' = 2:pip[—spt^i.Sp'Ji, 

= Sp,^, 
on conclnt 

Par cons^quent, en faisant 

Ä = m^ai^-m'^, 
on anra 



mu' = ä>'M±ßy'l--^; 

et en posant 

« = ®», 

cette ^qnation deviendra 

* = ~ „* — ; 

ce qui permet de prendre successivement 

f> = cos Ty f> = sin T 
oü 

En adoptaut tonr ä tonr ees deux formes de v on aura les deux solntions 
particnli^res 

Äaji'> = [{§3p'2-i2P3)m+i§,p,-i,p,)m']coBT-{S2P3-i3P2)^BmT, 

Bx^»> = 

,Ä «P = [{S3P2 - itP3) ® + ii2P3 - S3P2) m'] sin T+ (&;,, - |,p,) -^ cos T, 
(6".) Äaf> = 
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On reconnaft tout de suite que la direction (^, , ^2 , ^3) est pei*pendiculaire k 
chacune des directions (6'.), (6".); et Von s'assure, en outre, tr6s - ais^ment 
que ces deux demi^res directions sont perpeiidiculaires entr'elles, car en 
formant d'apris (6'.), (6".) Texpression de J£x{^^x]^^ on trouve.en vertu de 
relations ^crites plus haut que les co^fficients de sin279 cos 27 sont iden- 
tiquement nuls. Des trois Solutions particuli^res dont on vient de parier 
r^sultent imm^diatement les expressions g^n^rales des cosinus des angles que 
les trois axes mobiles forment avec les axes fixes. 

J'ajouterai quelques remarques sur le präsent probl^me. Les fonctions 
fi, ^2? ^3 cens^es connues, v^rifient la relation 

^^ + ^l + f^ = 1 

et sont telles que 

^1 =^3^2— ^2^3? ^2 =Pl^3— ^3^1? ^3 = ^2^1 — ^1^2 • 

Si Von se donne la courbe sph^rique (|, , Si , I3) et la vitesse 



"^ r dt' ^ dt' ^ dr 



avec laquelle le rayon correspondant de la sph^re d^crit cette courbe, les 
trois composantes pi^ p^^ p^ ne sont pas d^termin^es; mais en y joignant 
la connaissance de la vitesse angulaire de rotation autour de Taxe instantan6, 
c'est-ä-dire en se donnant la quantit^ (p teile que 

p' + if+r' = 9?^ 

on ddduit de cette demifere relation et des pr^c^dentes 



Pi = ^3^i— &?3+fly'9^'^-®^ 

P2 = ^i^3-?3ii + ?2y9^'-0^ 

En portant ces valeurs dans les formules (6'.), (6".) on pourra donc ex- 
primer en fonction des quatre quantiti^s fi, ^2, ^3, y et de leurs d^riv^es les 
coordonn^es des deux courbes sph^riques {x[^\ a?^'\ a?J^^), (xP^ x^^ a:f ^). Je 
ne m'arrSterai pas ä discuter les propri^t^s qui peuvent r^ulter de la com- 
paraison des ^l^ments g^om^triques de ces deux courbes et de la courbe 
aussi sph^rique (^1,^2,^3) que Ton s'est donn^e arbitrairement: cette com- 
paraison, comme d'autres recherches du mSme genre, pouvant gtre assimil^e 
k un simple exercice de calcul. 

6* 



!■ 
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§. 5. Probleme d'analyBe. 

Je vais eufiii consid^rer un Systeme d'^quations lineaires reiicoutr^ 
et int^gTe pour la premiöre fois par M. J. A. Serret daus son memoire sur 
les surfaces dont tun des syslemes de lignes de courbure est compose de 
courbes spheriques. L'eminent g^om^tre a fait udage pour cette int^gratiou 
des formules classiques qu'il a introdoites dans Fanalyse pour T^tude des 
courbes ä double courbure. II a it^ conduit, daus une partie de ses re- 
cherches (seance de FAcademie des Sciences du 4 feerier 1856 J, k une 
i^uation Unfaire du troisi^me ordre qu'il a ramen^e ä une ^quation non 
Unfaire du deuxiSme ordre au moyen d'un multiplicateur dont la d^couverte 
n'est peut-etre pas un des incidents les moins remarquables de son m^mo- 
rable travail. Le Systeme d'^quations dont il est actuellement question et 
dont M. Serrel n'a pas eu besoin, pour Fobjet qu'il se proposait, d'effectuer 
compl^tement Fint^gration, est susceptible d'ßtre trait^ un peu plus sym^- 
triquement, ä un point de vue puiement analytique, en s'appuyant sur la 
propri^t6 g^n^rale Stabile au §. 2 du präsent travail, et Ton n'a pas ä faire 
intervenir la consid^ration du multiplicateur. 

1. Sauf un l^ger changement de notation, le Systeme propos^ est le 

suivant 

01X1+02X2+ (hX^ + a^X^ = A, 

«I ^^ «8 ~~ «4 ' 

öl ? 02 , Ö3 , »4 , A ^tant des fonctions donn^es quelconques d'une variable in- 
d^pendante /. En d^signant par Su ^2, I3, ^4 une Solution quelconque de 
ce Systeme quand h est suppos^ nul, on aura n^cessairement 

6 ^tant une fonction donn^e quelconque et les accents marquant les d^ri- 
v6es par rapport ä /. La relation 

2oJi = deviendra donc -n,i; = 0; d'oü -2*!?? = const. 

Si Ton fait ensuite 

X,^x,+JivS[dt, h = e2§Jw^\dt, 

la fonction quelconque cü tenant lieu de A, le Systeme propos^ se trouvera 
remplac^ par 

"^^; X, = 0, 



(a.) { ^ __ x^^ _ ?i_ —_?*_ — / 

2»l 5»a ^9 5»4 
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l d^sigiiaiit uiie fonctioii ineonmie. La quantit^ -2*1' ^tant constante, il est 
clair que sa valeur peut tonjours etre suppos^e ^gale ä Tunit^ ou bien ä 
z^ro. D'antre part, si -2*0 • = Ö^ -2" !•' est different de z^ro, on peut intro- 
duire une nouvelle variable ind^pendante teile que, eu la d^signant encore 

par ty on ait -2"^^^ = 1, ce qui eutratne 0= \^JSdj. On a ainsi k examiner 
diflKrents cas. 

2. Soit d'abord 

-2f/ = i, ^i;^ = i. 

On d^duit, dans tous les cas, de la seconde ligne (a.) 



2XiX 



2xil ~ ^' 

et comme le d^nominateur est nul en vertu de la premi^re (a.), le num^- 
rateur doit l'Stre pareillement et, en d^signant par c une constante arbitraire, 
on a, en cons6quence, 

JS'o?? = c. 

En rempla9ant dans cette integrale Xi par x. + l« et ^galant ä une con- 
stante arbitraire Ci Tensemble des termes du premier degr^, on aura, con- 
form^ment k ce qui a et^ dit au §. 2, la nouvelle integrale 

Ensuite en diff^rentiant la premi^re (a.) et rempla9ant apr^s cela xl par 
l S'i y traitant l'^quation obtenue de la m6me mani^re, on aura deux nouvelles 
^quations qui, jointes aux trois pr^c^demment Gentes, former ont le groupe 

(b.) 2x]^c, 2lx,=^c,, -2^.a:, = 0, S^'IXi^^K -2^^:,= -^'. 
Maintenant, si Ton ^l^ve au carr^ le d^terminant 



R = 



Xi X2 Xi a?4 

Si $2 §3 »4 

ri 1; r, 1; 
r; 1;' I,' §: 

on aura, en ayant egard anx quatre premi^res (b.), 

c c, —i. 



ff = 



c, 10-1 
10 

-i -1 ^^'^ 
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c'est-k-dire 



ff = (c~c?)(-2-r-l)-(A-c,y 



R 6tant cens^ d^termin^ par cette demi^re ^quation, en joignant aux 2™®, 
3™®, 4"^® ^quatious (b.) celle qui r^sulte de Fexpression imm^diate de Ä, 
on aura un Systeme de qnatre ^quatioiis du premier degr^ d'oü Ton d^dnira 
(voir le §. 6) 



dR 



en posaiit 



Si Ton fait, en meme temps. 



et par suite 



et que Ton pose en outre 



(f'Xi = RQ— + riQ'l+f^(l+^i), 



•^-l = p^ Ci-i = //. 



«^*= 


! C — 


c], u = (iv, 


« = 


Cl'<^ 


-"%• 




$1 


^3 


S^ ^4 






r. 


1, 1« 




i;' 


$2 


^,' li' 




r." 


S2 


?3 §4 



^/ = 



ce qui entratne 

ÖÄ ö^ 

la Substitution de la pr^c^dente expression de Xi dans la b^^ (b.) foumira 

€ 6tant une constante arbitraire. II en r^sulte enfin 
a:. = C|f, + ^[u^+?r)cos(6+/^d/)-|^ 

H serait tr^s-facile de transformer cette fonnule de mani^re ä ce que la 
variable ind^pendante reste tout-k-fait ind^tennin^e. 

3. Les expressions qu'on vient de trouver pour les x^ deviennent 
illusoires lorsque e est nul. Dans cette denü^re hypoth^se /P est nul, 
comme on le reconnatt en comparant la V^ et la 3""® lignes de ce d^- 
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terminant carr^ form^ suivant la r^gle ordinaire. Les ^l^mente de chaque 
colonne de J doivent donc satisfaire ä iine mßme relation Unfaire laqnelle 
a n^ce&sairement la forme 

ainsi qu'on s'en assnre en multipliant la relation suppos^e successivement 
par 1,^ §'i, ^i' et sommant chaque fois par rapport ä i. La quantit^ (ü est 
une fonction donn^e quelconque. De lä r^sulte 

|. = m,8m/+«.co8<+«<a>, oü co = sin* /cöcos^rf/— cos* /c9sin<rf/, 
les constantes ni;^ »,, £; ^tant assujetties aux relaüons 

La relation (^.) entratne entre les seconds membres des quatre demi^rea 
^quations (b.) la relation correspondante 



a' 



(Ci-A) + A' = 0; d'oü Ci-A = sm. 



La seconde ligne (a.) foumit enfin 

Xi = CiSi—sjm^idt+aiy 

et la y^rification de la premi^re (a.) exige que 

€ = SBitti, JEmitti = 0, Sui «1 = 0, 
ce qui laisse arbitraires deox des constantes a^ senlement On pent observer, 

en passant, que, ä cause de cö = — — '— , on peut ^crire 

4. Soit, en second lien, 
La r^olation des quatre premi^res ^quations (b.) fonrnit (voir le §. 6) 

La cinqni^me ^quation (b.) devient par suite 
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d'oit en ^liminant l an moyen de la pr^c^dente ^quation, r^sulte 
Cj ^tant une (konstante arbitraire. Donc, R ayaiit cette valeur, 

5. Soit, eil demier Heu, 



7 = 0. 



La seconde ligiie (a.) entraine 

X. ^i- x'. 






donc ici -2*$- a?[ = 0. 



Par suite, en diff^rentiant snccessivement la premi^re (a.), on a 
De ces deux ^qnations, jointes ä la 2«"» et k la 3"»« (b.), on tire 

^' ~ 'j öi; ' 

en supposant diff^rent de z^ro le d^terminant 

^ = -^§?(^i;.'7. 

Dans cette supposition et en supposant de plus -2*^? ^gal k Tunit^, -gg- 

est ^gal k ^1. et par cons^quent Xi se r^duit k Cil.: en sorte que, k an 
facteur constant pr^s, on ne retrouve que la Solution particuli^re d'oü Ton 
est partL Supposons aetuellement que 2'i1 soit nul. En 61iminant 1«, ^4 entre 
les ^quations 

-2^7 = 0, 2k7 = o, -21,^; = 0, 

on en d^duit une ^quation dont on peut transfonner le premier membre, le 
second ^tant z^ro, dans la somme des carr^s de trois d^terminants. De cette 
transform^ on conclut facilement, en supprimant des signes ambigus, 

^3 = (?i sin (f + ^'2 cos (p) y'— 1, li = (f 1 sin ^ + li cos y ) y- 1, 
^4 = (^icos (p — §2 sin (p) y— 1, li = (^1 cos y — li sin y) }/— 1, 

9) 6tant nn angle arbitraire qu'on peut supposer r6el. En diffi^rentiant la 
premi^re et comparant k la seconde, on conclut ici que (p doit Stre con- 
stant. D^s lors, k cause de 

^ __ x\ _ (x\ sin (f -\- a?,C08y) V—\ _ x^ 
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on doit avoir 

les constantes additionnelles devant etre nuUes pour que l'^quation ^^Ixi = 
soit satisfaite. Comme il reste aeulement k v^rifier r^quation tt- = -f- ? ^n 

peut prendre Xi arbitrairement et en conclure X2 par une quadrature. Si 
l'on eüt 8uppos6 tout d'abord que ^1^'^ est 6gal ä z^ro, en partant de 

on arriverait aux mSmes cons^qnences. 

§. 6. Oigression relative ä un syatöme particuUer d'öquations alg^briques. 
On a eu ä r^soudre ä diverses reprises, dans le präsent travail, un 
Systeme d'^quations alg^briques compris sous le type 

a|X,+Ö2iP2H httn«« =^ «, 

(C.) {ß,X,-\-ß,X, + '''+ß,X, = ß, 



riXi + ynXi-i hyniPn = 7, 

les ^quations du premier degr^ 6tant au nombre de 11--I. 
En poaant 



Xi X2 



• • • 



Ä= 



«, or 



2 • • • 



X. 



(X. 



ßx A ... ß. 



• • • 



; d'oü H" = 


Ar <x 


ß ... 

(«/?) . . . 
ißß) . . . 


r 

{ßr) 


y (ay) 


w . . . 


irr) 



=Ä, 



oü, pour abr^ger 

(««) = «?+a^+— +«J, («/^ = «i/5i+«2A+..-+«,/5,, etc. 
les formules de r^solntion peuvent 3tre pr^sent^es sous la forme ^l^gante 



(d.) 



dH , .BH , . dB a , , . dB „ ÖÄ 

dB , . dB , . dB a , , , dB „ dR 



dB 



*,+4 



dB 



dB 



dk -• " ö« ''"+^'^'^-+""+* öF^" = ''*^' 
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R devant 6tre remplac^ dans les seconds membres par 
exemple, par 



+ }^* et -g^, par 



«2 



• • • 



ß, ... /i, 



On d^dnit, en effet, de ces n ^aations, en les maltipliant respectivement 
par a?!, Xi, ... x,; pnis par 0|, 02, ... a,; etc., et ajontant chaque fois, les 
n snivantes 






dir 



a 



dk 
dB 



da 



+ 



i/3-f+..-+ iy|? = Ä^ = Ä, 






qui sont identiques, en vertu d'one propri^t6 connue des d^terminanta 
sym^triqaes. 

Si la premi^re ^quation (c.) ^tait remplac^e par 

en ajontant k cette demi^e ^nation les carr^s et les prodnits deox k denz 
des 6quations du premier degr^, ces carr^s et ces prodnits ^tant respective- 
ment multipli^s par des factenrs ind^tennin^s que je designerai par [cxa], 
[a/9], etc., on ferait disparattre les rectangles x^oh^ ^i^^ etc., en d^ter- 
minant les multiplicateurs par les ^qnations, en ^gal nombre, 



Et, en posant 

K = *+a'[aa]+-..+/[/y]+ay3[ct/!f] + ..., 

Äx = öi+aJ[««]+--+y?[yy]+«i/3iM+---, 

etc. 
la premi^re (c.) serait remplac^e par 

et nne substitation visible raminendt tout de soite an type primitif (d.). 
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Enfin si le premier membre de l'^quation qnadratique ^tait augment^ d'une 
forme lin^aire, on pourrait faire disparattre celle-ci en augmentant les «, 
de qnantit^s ind^termin^es et lui ajontant anssi si c'est n^cessaire les 
^qnations du premier degr6 multipli^es par des factenrs indaermin^s. II se 
präsente quelques autres transformations ult^rieures que je ne d^velopperai 
pas en ce moment. 

On ne peut manquer de remarquer une certaine analogie en ce qui 
conceme la d^termination des multiplicateurs \p^oi\ [a/3], . . . avec une partie 
des calculs de Clebsch (lieber eine Classe von Eliminationsproblemen . . ., 
tome 58 de ce Journal) lesquels peuvent servir k r^soudre le systöme (c), la 
premi^re ^quation ^tant une ^quation quelconque du second degr^; mais 
l'illustre g^om^tre, dont l'id^e premi^re a ^t^ la d^composition de la forme 
quadratique en facteurs Unfaires, n*a pas signal^ les formules si simples (d.) 
pour le cas de la forme speciale (c.) auquel les autres peuvent se ramener. 

Montpellier, septembre 1874 
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lieber die Transformation einer quadratischen Form 

in sich selbst 

(Von Herrn Rosanes in Breslau.) 



1/aa unter dem Namen der orthogonalen Snbstitation bekannte Pro- 
blem, welches darin besteht, die lineare Substitution 



Xi== £&,X^ (1 = 1,2,...«) 



»f=i 



in allgemeinster Weise so zu bestimmen, dass der quadratische Ausdruck 
xl + x]-] ha?n in X^+X^-] yXl übergeht, liefert als algebraischen Aus- 

fi fn. -4- i '^ 

druck dieser Forderung ein System von J" Gleichungen zwischen 

den n.n Coefficienten c'^. Da durch dasselbe umgekehrt auch der Cha- 
rakter der Substitution völlig bestimmt ist, so konnte dessen Studium der 
ganzen Frage zu Grunde gelegt werden. Nachdem es den Anstren- 
gungen hervorragender Mathematiker gelungen war, hieraus wichtige Eigen- 
schaften der Substitution zu erschliessen , gelangte endlich Herr Cayley in 
seiner berühmten Abhandlung im 32. Bande dieses Journals bei einer Unter- 
suchung über „d^terminants gauches" zu n.n Ausdrücken, welche auf rationale 

Weise aus ^ Z^ willkürlichen Grössen derart construirt waren, dass sie 

ohne Hinzutreten weiterer Beschränkungen den Bedingungen der orthogo- 
nalen Substitution genügten. Wenngleich die Gültigkeit der Umkehrung aus 

dem Auftreten von ^ Z selbständigen Grössen allein mit Strenge nicht 

zu folgern imd im Grunde unerwiesen geblieben war, so stehen doch einem 
befriedigenden Beweise derselben erhebliche Schwierigkeiten nicht entgegen. 
Als unmittelbare Verallgemeinerung der Aufgabe der orthogonalen 
Substitution ist die von Herrn Hermite behandelte anzusehen, die Coefficienten 
einer linearen Substitution derart zu bestimmen, dass eine allgemeine qua- 
dratische Form f(x) in sich selbst, d. h. in f(X) transformirt wird. In seiner 
diesem Gegenstande gewidmeten Abhandlung*) gelang es Herrn Hermite 

*) Dieses Journal Bd. 47 pag. 307 ff. 
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aus den sechs Coefficienten einer temären Form f[x) und drei willkttr- 
liehen Constanten die neun Coefficienten der Substitution derart herzu- 
stellen, dass f(x) in sich selbst übergeführt wird *). ilan wird es aus diesem 
Gmnde wohl angemessen finden, eine solche Substitution kurz als „Äerwi/csche 
Substitution der Form /: j? " zu bezeichnen. 

Wähi'end jedoch bei der zuerst genannten specielleren Aufgabe eine 
Anzahl von Gleichungen zwischen den Coefficienten c; allein auftreten, und 
dieselben dadurch in ihrer Besonderheit charakterisiren, ergeben sich bei der 
allgemeineren von Herrn Hermite zunächst nur Beziehungen zwischen den 
Coefficienten c^ und denen der zu transformirenden Form (vgl. §. 3 des 
Folgenden. Erst die Bemerkung, dass „die Fundamentalgleichung" der 
Substitution (vergl. §. 1 Gleichung (4.) d. F.) eine reciproke ist**), zeigt 
die Möglichkeit, eine Begriffsbestimmung der „/Tenni/eschen Substitution" 
von der individuellen quadratischen Form losgelöst aufzustellen. 

Von diesem Gesichtspunkte ausgehend habe ich es versucht, der 
Substitution, welche eine allgemeine quadratische Form in sich selbst trans- 
formirt, eine Gestalt zu geben, welche sie insofern deutlich charakterisirt und 
die entscheidende Eigenschaft derselben leicht erkennen lässt. Hierbei zeigt 
sich, dass das System der von einander abhängigen Grössen c], am einfachsten 
nicht durch die nothwendige, sondern durch eine grössere Anzahl selbst- 
ständiger Grössen zur Darstellung gebracht wird. — Im letzten Theil der 
Arbeit wird überdies eine einfache Methode angegeben, um bei gegebener 
fiemwYescher Substitution aus einer zugehörigen Form f[x) successive 
andere Formen herzuleiten, welche durch dieselbe ebenfalls in sich selbst 
transformirt werden. 

§1. 

Wenn zwischen zwei Systemen von V^ariabeln o?!, a?2, ... x^; -Xi, 
-Xj, . . . -Y, fi lineare Gleichungen bestehen 

(1.) Xi^ £ clX^y X2 = £ clX^, ... X^^ £ <^r^ 

und man bildet aus den n.n Coefficienten ci und der willkürlichen Grösse 



''') Eine Transformationsformel für die allgemeine Form von n Variabeln giebt 
Cayley, dieses Journal Bd. 50, pag. 288. 

**) Vgl. Hermite, 1. c. pag. 312; Cayley, 1. c. pag. 289. 
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(> die Determinante 



2.; C p ! = 



Ci—9, c. 



• • • 



cl 



C2-Q, 



'» 



I 



= C+C,Q+C,Q + 



|Ci, 



Cj ^ 



. . . c:~p 



80 haben die Coefficienten C, Ci , C> , ... der einzelnen Potenzen von p den 
Charakter absoluter Invarianten, d. h. wenn man in das System (1.) an Stelle 
der Variabein ar, X neue Grössen |, I mittels der gleichlautenden Sub- 
stitutionen 



(2V X, = 2; ril;, X,= 2;r\I,, (t = 1, 2, ... n) 

einfuhrt und die auf diese Weise hervorgehenden Gleichungen wieder auf 
die Form bringt 

X X 

so ist die Determinante 

rf{— p, rfi, . . . rfi 
rf?, d\—Q^... dl 



/>(P = 



fi 



= /) + DiP + Z),p' + 



identisch mit C(p}. Dieser Satz, welcher als besonderer Fall eines allge- 
meinen von Herrn Weierstrass *) gegebenen angesehen werden kann, 
ist mehrfach ausgesprochen und bewiesen worden. Derselbe findet sich 
in den Arbeiten der Herren Fuchs**) und Christoffel***) und in neuester 
Zeit bei den Herren Hamburger \) und Staccif-f-). Die Richtigkeit des- 
selben erhellt ohne Weiteres, wenn man an Stelle der n Gleichungen (1.) 
die bilineare Form 2c],X^ui betrachtet, worin die Grössen w,. u^. ... n^ 

den Variabein x contragredient sind, d. h. die auf dieselben angewandten 

Substitutionen die Form «i a^i -f- «^ Xj -| Vu^x^ ungeändert lassen. Da 

nämlich die Determinante C = -5*+cIc^...cJ jener Form bei gleichzeitiger 



«) Monatsber. d. Berl. Acad. 1868, pag. 310. 
**) Dieses Journal Bd. 66 pag. 132. 
***) Ebendag. Bd. 68 pag. 270. 
t) Ebendas. Bd. 76 pag. 1 1 5. 
ff) Annali di Matern, ser. II tom. IV pag. 296. 



RosaneSy über die Transformation einer quadratischen Form in sich selbst, 55 



Anwendung derartiger Substitutionen auf X und u ungeändert bleibt, so ist, 

wenn die Form 

JSciX^u, in Zcjl^ri^, 

übergeht, C =^C. Nun ist aber gleichzeitig auch 
folglich geht für jeden beliebigen Werth von p die Form 

ttber in 

d. h. es besteht die Gleichung: 



Ci p^ Cj , ... c„ 


^^^ 


Ci p, C2 , ... c, 

'2 '2 '2 

^11 ^ Pj ... c» 


C?, C'n-Q 




ci", e:-9 



w. z. b. w. Die Methode dieses Beweises entspricht deijenigen, welcher 
sich Herr Kronecker*) bedient, um den entsprechenden Satz für bilineare 
Formen mit congredienten Variabein zu beweisen. Es bedarf nun kaum 
eines weiteren Beweises dafür, dass jene Eigenschaft der Determinante 
C(p) sich unabhängig von der in (1.) vorausgesetzten Gestalt der Glei- 
chungen formuliren lässt. Geht man nämlich von einem System linearer 
Gleichungen in der allgemeinen Form 

(3.) !Fa>. = 'J^iX,, £€^,x, = i:blX,, ... i:alx,r=£bZX. 

»=1 »=^1 XX XX 

aus, so kann man ^ydie FundamentaldeterminarUe^^ des Systems 



'X'^'-X 



(4.) 



6}— o}p, 62— öJp, 
*i-Oip, A'-o^p, 



... 






bl-a^Q, 6:-o:p 

als das Resultat der Elimination der Grössen JC, , X2 , ... X^ aus demselben 
definiren, nachdem man daselbst Xi, Xi^ ... x^ resp. durch pXi, pX2, ... 
(fX^ ersetzt hat. Alsdann besteht der Satz, dass die Verhältnisse der Co- 
efi&cienten der einzelnen Potenzen von p in der „Fundamentaldeterminante^^ 



*) Vgl. dieses Journal Bd. 68, pag. 276. 
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(4.) ungeäüdert bleiben, wenn an Stelle der ar, X neue Variable mittels 
der Gleichungen (2''.) eingeführt und zugleich die n Gleichungen (3.) durch 
irgend n unabhängige lineare Verbindungen derselben ersetzt werden. 

Bezeichnet man die „Fundamentaldeterminante" des Systems (3.) mit 
P(p), so liefert die aus ihr hervorgehende ^^Fundamentalgleichung^ 

P(p) = yi ei-())(P2~ej..(en-e} = 0, A-=2:±a\d^...a\ 

diejenigen Werthe p,, für welche es möglich ist, ein Werthsystem -Xi, 
JQ, ... XI derart zu bestimmen, dass das ihm vermöge der Relationen (3.) 
entsprechende Werthsystem der x durch p,-X|, p,X|, ... p,-Y; dargestellt 
wird. Andererseits liefert jedes so gestaltete zugehörige Paar von Werth- 
systemen einen Werth von p,, der die Gleichung P(p,) = befriedigt. 

Diese bekannten Beziehungen sollen liier dazu benutzt werden, um 
einen Zusammenhang zwischen den Wurzeln der Gleichung |^(p) = und einer 
anderen hervorzuheben, welche ebenfalls in Form einer Determinante auftritt 
und deren Elemente sich einfach aus denen von P(p) zusammensetzen. 

Es seien nämlich p,, p, zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung 
P(p) = und 

M -^27 • • • -^»> -^17 -^27 • • • -^n 

die ihnen entsprechenden Werthepaare der X Dann bestehen die beiden 
Systeme von Gleichungen 

(5.) p,^aiXi=^6Ui, Q,Za\X[=£l^,XU ... Q,£(fiXi=^ 2b\Xi; 

(6.) Q^i:a\X^^2b\XU Q.2a\Xt^Zb]Xf,, ... Q^ZalXl^ liblX^.. 

i. K k i. k k 

Das System (5.) liefert, wenn man jede der n Gleichungen in's Quadrat 
erhebt und auch je zwei derselben mit einander multiplicirt , folgende 

T ' neue Gleichungen: 

(7.) U^aW^X{T„ = Sh\h\X{X^,, 

hl' 
Fasst man dieselben in Bezog auf die • ^ - Grössen (A^;)', (X|)-, . . . (^y, 

X\X\^ X\X[^ ... Jr;_,jri auf, so repräseutiren sie ein lineares System von 
verschwindender Determinante, d. h. die Gleichung: 



c»?^ar'<xix; = shT'KXix^,, 
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(6{)'-o(oI)',(6?)'-rr(oi)*,...(6?)'-<y''a7)'.26!6;-2aalal,...26r"6T-2aar'a7 

m-oia^^" 



(8.) R(a)= 






=0 



b),.xbl-aa\.,a], , 

welche in Bezug auf die unbestimmte Grösse a vom Grade ^ ^^*9 
wird durch den Werth a = p- befriedigt. Da aber der Index % in keiner 
Weise in (8.) bevorzugt ist , so repräsentiien pi , (>2 , . . . (>n » Wurzeln der 
Gleichung. In ganz analoger Weise kann man aber auch durch Com- 

binirung der Systeme (5.) und (6.) ein System von ^ T Gleichungen 

aufstellen, welche in Bezug auf die Grössen X/JT*, ... X^X^^ JC/Xj+XjJC*, ../ 
Xi.^iX^'i Xi^X^^x linear und homogen sind. Zunächst liefert die paarweise 
Multiplication der in (5.) und (6.) übereinanderstehenden Gleichungen die 
n Gleichungen 

(9.) i^,Q,£aW,X{Xl=^2l>^,b'^XlX',, ... Q,(j,2a^i^XiX;,^^blb':,XiX^. 

Aa Mm 

Ueberdies erhält man, wenn man die erste Gleichung in (5.) mit der zweiten 
in (6.) multiplicirt und dazu das Product der zweiten von (5.) mit der ersten 
in (6.) addirt, eine neue Gleichung derselben Art. Hierdurch ergeben 

sich, wenn man alle Indicespaare erschöpft, folgende weitere 7^ Glei- 
chungen 

(10.) 

((>,(>, js"orv,(XiA*+Ä-;x/) = ^brX{xix',+x;,xt). 

Die verschwindende Determinante der 2 Gleichungen (9.) und (10.) 

ist aber nichts Anderes als das Resultat der Substitution a = p, . Qj^ in R (a), 
folglich ist auch p..?* eine Wurzel der Gleichung (8.); die sämmtlichen 
Wurzeln derselben sind somit dargestellt durch die Werthe 

el, 9h • • 9I9 Ql'92, (>i.(>j, . . . Pn-lP« 

und zugleich damit erschöpft. 

Die beiden Systeme von je 2 ^^^^^^^^^ homogenen Gleichungen, 

Journal für MuthtMiiatik Hd. lAXK. Hoft 1. 8 
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von denen das eine durch (7.), das andere durch (9.) und (10.) repräsentirt 
wird, unterscheiden sich in den Coefficienten nur durch die Factoren q und 
führen auf Determinanten, welche in der Form R{o) enthalten waren und 
aus ihr durch die Substitutionen resp. a = p?, a = p, p^ hervorgingen. Die 

^*^"j" ^ Unbekannten: 

Yi Y» Y* V V« Y» Y' Y« 

-^1-^1? • • • -^n-^«5 -^1-^2 7 • • • -A,_|-A, 

in ^7.) und 

A'i Y* 'Y^'Y^ Y^ Y*_l- Y< Y* Y» Y*_l_ Y» Y* 

1-^17 • • • -^n-^«j -^1 -^2 "T -^2 -^1 7 • • • ^^n-X-^n'T -^n-^n—l 

in f9.) und (10.) hängen von den dort eingeführten zwei Indices i, ^ ab, 
jedoch so, dass die Reihenfolge, in der dieselben auftreten, irrelevant ist 
Ersetzt man dieselben allgemein durch die Buchstaben 

Pii7 P227 • • • ^Piu9 • • • 2p«_i,„, 
so dass 

(11.) Piu = Pul 

ist, dann lässt sich das oben gefundene Resultat folgendermaassen aus- 
sprechen : 

Satz. Bezeichnen a^^ b" zwei Systeme von je n.n Größen, indem 
Xy u die Werthe 1, 2, ... n annehmen, dann liefert die Elimination der 

2 Grössen px^, (pif,=p^i) aus dem System linearer Gleichungen 

ia2:ala],pi^ = 2:b\b],pi , . . . a^aSo;^,^ = ^656;/>i^, 
(12.) ^''' 

^a:Sa\alpi,^ = 2:blblpx^, . . . 

eine Gleichung " v" ten Grttdes in a, deren Wurzeln o„ sich durch n Grössen 
p, , Pj , ... p, derart darstellen lassen, dass a„ = g^.ft, ist ( Z < ' ) ' Dem 

entsprechend lassen sich auch die zugehörigen Werthe der pi^ darstellen. 
Fuhrt man nämlich mit Hülfe der willkürlichen Grössen ö, , Ö2 , ... 0^ die 
quadratische Form £pif,OiO^ ein, und ersetzt in derselben die Coefficienten 

pi^ durch irgend eine Lösung, etwa diejenige, welche der Wurzel a„ =pr«p. 
entspricht, so zerfilllt sie in das Product zweier Linearfactoren 

d. h. eine quadratische Form, deren Coefficienten irgend eine Lösung des 
Systems (12.) sind, hat die Eigenschaß, in zwei Linearfactoren zu zerfallen. 
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Wenngleich die Methode, welche benutzt wurde, um die Relationen 
zwischen den Wurzeln der beiden Gleichungen P(p) = und ß(o} = zu 
erlangen, die Ungleichheit der Factoren von P(p) voraussetzt, so wird die 
Gültigkeit des Satzes nicht durchbrochen, sobald mehrere derselben einander 
gleich werden. Man hat, um dies einzusehen, nur die durch unseren Satz 
gegebenen Beziehungen zwischen den Wurzeln jener Gleichungen als solche 
zwischen den Coefficienten derselben aufzufassen. Die so erhaltenen Iden- 
titäten k()nnen nicht alterirt werden, so lange nicht die Determinanten der 
6j und aj verschwinden. 

§. 2. 
Der nun folgenden Betrachtung wird ein System von linearen Glei- 
chungen zu Grunde gelegt, welches aus (3.) dadurch hervorgeht, dass man 
6i = €.oJ annimmt, wo «^ = 1, also f = +l oder —1 ist, d.h. 

(13.) £alx, = €^atX,, 2:alx, = sJSa'^X,, . . . ^o;a?, = f^ajA;. 

X XX XX 

Trotz der auftretenden n.n unabhängigen Grössen al ist es nach dem Ge- 
sagten evident, dass das System (13.) kein allgemeines ist, da die ihm ent- 
sprechende „Fundamentalgleichung^^ 



(13«.) P{Q) = 



*€o}— pa}, 6o] — pa?, . . . «a^ — po* 



6o7 — pai, «a!-pOn7 . . • «öj-pa; 



= 



die Eigenschaft hat , eine reciproke zu sein *). In Folge dieser Bezie- 
hungen zwischen den Coefficienten von P(p) lässt sich ein allgemeines 
lineares System (3.) durch gleichlautende Einführung neuer Variabein in 
die Gestalt (13.) nicht ttberflihren, welche dadurch anschaulich sich»charakte- 
risirt, dass das Quadrat der links stehenden Coefficienten bis auf den Factor e 
aus dem der rechts stehenden durch Vertauschung von Horizontal- und 
Verticalreihen hervorgeht. 

Es mag zunächst bemerkt werden, dass die eigenthümliche Gestalt 
des Systems (13.) sich sogleich wieder zur Erscheinung bringen lässt, sobald 
man sie durch Einfllhrung neuer Variabein 

(14) x, = ^rj.^a, X, = 2;r^xSi, (1 = 1,2,. ..n) 



*) Vgl. Kronecker, dieses Jouroal Bd. 6S^ p. 276. 
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vorübergehend zerstört hat. Indem man nämlich die Werthe in (13.) ein- 
führt, gehen jene Gleichungen in folgende über: 

(15.) 2alr^,,h^^2a^,r^,Z,, ... -^-oMf, = «-S'ajrl J„ 

welche zunächst die besondere Erscheinung des Systems (13.; nicht dar- 
bieten. Alan kann jedoch die gewünschte Form wieder hervorrufen, indem 
man aus (15.) n passende lineare Verbindungen bildet Multiplicirt man 
nämlich dieselben resp. mit rj, r-, ... r? und addirt sie, so ergiebt sich die 
allgemeine Gleichung 

xrl xi-v 

oder kurz 
worin 

XV XV 

gesetzt ist Ein Vergleich der rechten Seiten in (17.) lehrt ohne Weiteres, 
dass zwischen den Coefficienten s und t allgemein die Beziehung besteht 

d. h. d(is aus (13.) durch Anwendung der Substitutionen (14.) hervorgegangene 
System (15.) lässt sich durch lineare Zusammensetzung so umformen, dass es 
wiederum die Gestalt der Gleichungen (13.) besitzt, wie die Gleichungen 
(16.^ und (17.) darthun. 

Es ist als die charakteristische Eigenschaft des Systems (13.) her- 
vorgehoben werden, dass seine Fundamentalgleichung eine reciproke ist 
Ausgehend von der allgemeinen Form (3.) eines Systems linearer Glei- 
chungen lässt sich unter der Voraussetzung, dass P[q) = reciprok ist und 
verschiedene Wurzeln hat, und nicht gleichzeitig +1 und —1 unter den 
Wurzeln auftreten, zeigen, wie man mit Benutzung der Wurzeln pi . . . p, die 
Gestalt von (13.) hervorbringen kann. Unter den eben gemachten Voraus- 
setzungen giebt es bekanntlich n verschiedene lineare Formen in x, welche 
mit den ihnen entsprechenden bis auf die constanten Factoren pi . . . p„ über- 
einstimmen, d. h. man kann alsdann die Gleichungen auf die Form bringen 

X X X XX 

wobei die Wurzeln p in der Weise angeordnet seien, dass pfp«^.i_. = +l 
ist, für 1 = 1, 2, ... n. Um diesen Gleichungen die gewünschte Form zu 
geben, multiplicirt man dieselben resp. mit 
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worin die Grössen r zunächst ganz willkürlich sind, und addirt sie. Das 
resültirende System werde kurz durch 

JSd^x^ = JSe^X^y ." = 1, 2, ... n 

X X 

bezeichnet, wobei 

gesetzt wurde. Fuhrt man nun noch in < an Stelle von l den Ausdruck 
n+l— Ä als neue Summationsvariable ein und setzt an ihrer Stelle wieder 
A, dann wird 

2=1 

und die gesuchte Relation des Systems (13.) wird hier erftlllt, sobald die 
noch unbestimmten Grössen t^...t^ derart beschränkt werden, dass die Re- 
lation stattfindet 

p«+i_i.r,+i«2 = ^Tij (A = 1, 2, ... n), 

was in Rücksicht auf die Gleichung p; ifn-^x^i = 1 keinen Widerspruch 
involvirt. 

Ein System von der Form (13.) werde ich künftig „antisymmetrisch^ 
nennen. 

§.3. 
Der eigenthümliche Aufbau des Systems (13.) ist besonders dadurch 
merkwürdig, dass er geeignet ist, eine wichtige Eigenschaft desselben fast 
ohne Rechnung hervortreten zu lassen. Indem man nämlich jene Glei- 
chungen mit a?i, X2, ... x^ resp. multiplicirt und addirt, ergiebt sich die 

Gleichung 

(18.) JSaix^x, = isSatX^xi. 

In gleicher Weise liefert die Multiplication mit X, , Xj , ... X^ 

19.) 2:aix,X;i = e^atX^X^. 

X/L xi 

Die beiden bilinearen Formen IJa^x^X^ und 2:aix^Xi unterscheiden sich 

x,2 x,X 

von einander nur durch die Bezeichnung der Summationsbuchstaben; es 
folgt somit aus (18.) und (19.) 

Zaix.x;, = 2:aiX^Xi, 
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d. h. vermöge der Relationen (13.^ wird die quadratische Form 

(19-.) A^: = ^aix.x;., aii'j;::::) 

in sich selbst Irans formirt , oder ein antisymmetrisches System hat die Eigen- 
schaft, eine gewisse allgemeine quadratische Form f(x) in sich selbst über- 
zuführen. 

Lineare Substitutionen, welche geeignet sind eine allgemeine quadra- 
tische Form in sich selbst zu transformiren, hat zuerst Herr Hermite in seiner 
berühmten Abhandlung ,,Th^orie des formes quadratiques^^ (dieses Journal 
Bd. 47 p. 307 j unter Beschränkung auf den Fall dreier Variabein studirt und 
zur Darstellung gebracht. Substitutionen dieser Art werden im Folgenden 
kurz als ÄerwitYesche bezeichnet. Von dem System (13.) ist oben gezeigt 
worden, dass es ein ^ermi'/esches repräsentirt. Da im Weiteren der Nach- 
weis geliefert werden wird, dass auch umgekehrt jede JSfemif/esche Sub- 
stitution, nach Ausschluss eines bestimmt angebbaren Falles, auf jene cha- 
rakteristische Form gebracht werden kann, so kami darnach der Begriff 
einer „//enfit/eschen Substitution" mit dem eines antisymmetiischen Systems 
insoweit als äquivalent angesehen werden. 

Es ist bekannt, dass jede lineare Substitution, welche die Eigenschaft; hat, 
eine allgemeine quadratische Fonii in sich selbst zu ti-ansformiren, auf eine 
reciproke Fundamentalgleichung führen muss *). Stellt man diejenigen Glei- 
chungen auf, welche den directen algebraischen Ausdruck jener E^igenschaft 



*) Vgl. Cayley, dieses Journal Bd. 50. Es ist dieser Satz überdies eine Folge des 
entsprechenden Satzes für die orüiogonale Substitution. Sehr einfach lässt sich die 
Richtigkeit folgenderniassen einsehen. Wenn f(x) = /"(i) ist vermöge der Substitution 

x< = ^fcj^X,, und man setzt — '}^ ^ = m„ '^ "^ = 17,, dann bestehen die Glei- 

chungen (/, = Sb^^u», Da jedoch die Ui und Vi nichts Anderes als lineare Functionen 

jf 
der X, X sind, so ist dieses System nur eine veränderte Form des zwischen diesen 
Variabein bestehenden. Die beiden Fundamentalgleichungen, deren Wurzeln demnach 
übereinstimmen mUssen, siud aber resp. 

b\g^U 6;^, blQ I 

= 

und unterscheiden sich somit im Wesentlichen nur dadurch von einander, dass g an 

Stelle von — getreten ist, w. z. b. w. — Vgl. hierüber auch Bachmann, dieses Journal, 

Bd. 76, nag. 331, woselbst die entsprechende Beziehung an den Coefficienten derFun- 
dameutalgleichuug direct nachgewiesen ist. 
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repräsentii-en , so möchte es scheinen, wie wenn hierfür die Erfüllnng nnr 
einer Bedingung erforderlich wäre, während doch die Reciprocität jener Glei- 
chung eine grössere, mit den Variabein stets wachsende Zahl von Bedin- 
gungen mit sich führt. Es sei eine beliebige Substitution gegeben 



x=n 



(20.1 X!=£bfX;,, fi=l,2,...») 
und es werde eine quadratische Form 

fix) = JSp^x ^M ^l j PxX = pXu 

derart zu bestimmen gesucht, dass vermöge (20.) identisch 

(21.) fix) = af{X) 

ist, wo a eine unbestimmte Grösse bezeichnen möge. Im Folgenden werde 
ich die abgekürzten Zeichen einführen 

.(22.) l ^ • c^x 

l^yj^ ix) = -f a!,/; {y) = f(x, y) = 2p,x x,yx , 

derart, dass 

fix, x) = fix). 

In coDseqttenter Fortführung dieser Bezeichnung werde ich aach ganz allgemein 

-f J'.J bt^fAb"), ^P.x *j, = A (^) , 
(23.) I2b:f,{b") = Zp,,b: bt = fib", b") = fib\ 6^), 

\i:b:f,{b,) = 2p,ib'X = f{b,, b^) = f{b,, 6j 

setzen. Ausserdem wird öfter von dem von Herrn Kronecker eingeführten 
Zeichen d^i Gebrauch gemacht werden, in der Weise, dass 

(24.) J,, = -hl, J.,, = für x^k. 

Ersetzt man nun in (21.) x durch X aus (20.) und vergleicht die Coef- 
ficienten der einzelnen Glieder auf beiden Seiten, so ergeben sich folgende 

^2 Bedingungsgleichungen : 

(25.) ^b\b') = ap,,, f(J)\b')^op,,, ... nb'',b') = ap^,, 

deren Bestehen umgekehrt die Identität (21.) aus den Gleichungen (20.) 
zu folgern gestattet, d. h. eine Form f{x) liefert, welche sich bis auf einen 

Constanten Factor reproducirt. Eliminirt man die ^ J" linear auftretenden 
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Grössen p^x aus (25.), so ergiebt die Gleichung 

(6>)^ {b]f-a, 



(26.) S(<T) = 



• • • 



= 



^ J" Wurzeln für a, deren jede a, vermöge der Gleichungen (25.) die 

Coefficienten p^i^ einer Form liefert, die sich bis auf den Factor a, wieder- 
erzeugt. Es ist daher hinreichend^ dass 5(1) = ist, damit eine quadratische 
Form sich identisch reprodndrt. Es genügt jedoch die Bemerkung, dass die 
Gleichung S(a) = aus der Gleichung (8.) durch die Specialisirung ai = d^x 
hervorgeht, um aus dem am Schlüsse des §. 1 ausgesprochenen Satze zu 
erkennen, dass jede so sich ergebende quadratische Form die Eigenschaft 
hat, in ein Product zweier Linearfactoren zu zerfallen. Die auf diesem 
Wege erhaltenen quadratischen Formen sind also keine allgemeinen, sondern 
derart, dass ihre Determinante nebst sämmtliphen Unterdeterminanten bis sii 
denen dritten Grades verschwinden. 

Mit der Allgemeinheit der in sich selbst zu transformirenden Form 
wächst die Zahl der diuch die Substitution zu erfüllenden Bedingungen. 
Es ist soeben gezeigt worden, dass nur einer Bedingung ^u genügen bleibt, 
sobald man Formen zulässt, deren Unterdeterminanten bis zum dritten 
Grade verschwinden. Die Zahl der Bedingungen steigt auf zwei, wenn die 
Unterdeterminanten nur bis zum fünften oder auch vierten Grade Null sein 
dürfen. Ueberhaupt, smd die niedrigsten verschwindenden Unterdeterminanten 
vom Grade 2r oder 2r+l, so bleiben r Bedingungen zu erfüllen. Formen 
niederen Grades können darnach als Specialisirungen solcher von höherem 
Grade angesehen werden, worin eine gewisse Anzahl von Coefficienten 
Null geworden ist. 

§. 4. 

Zur Vervollständigung des Gesagten fehlt noch der Beweis, dass 
und hl welcher Weise eine ÄerwtYesche Substitution in die antisymmetrische 
Gestalt gebracht werden kann, welche durch die Form (13.) definirt ist, 
wobei « = +1 oder —1 sein darf. 

Es sei zu diesem Behufe 

(27.) fix) = £p^ix,xi, p^x = Pix, Q Zi,.]n) 
eine quadratische Form der Variabein Xi, Xi, ... x^ von nicht verschwin- 
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dender Determinante und 

(28.) a;, = 'if 6LX, « = 1, ... n 

eine Hermite^ehe Substitution derselben, d. h. 

(29.) fix) = fiX). 
Der bekannten Methode Hermite^ analog werde x, mittels der Substitution 

(29^) x, + eX, = l 
durch ^, ersetzt, wo «^ = 1 ist. Dadurch geht (29.) über in 

( f{,x) = /-(i -ex)= m - 2b ni X) +riX) 

(30.) ) d. h. 

Es mögen für die Folge die griechischen Buchstaben ßl allgemein die dem 
lateinischen System bt entgegengesetzten Grössen in der Weise bezeichnen, 
dass die bekannten Grleichungen stattfinden 

(31.) '^'b?ßf = S,x, SKßx^^.i, 

wo d^i das in (24.) eingeführte Zeichen bedeutet Ersetzt man in (28.) Xi 
durch I,, so ergeben sich n lineare Gleichungen zwischen den ^ und X: 

(3K) I, = 2d^X, 

X 

and als deren Auflösung: 

(32.) Xx = £f,l, 

i 

worin 

gesetzt ist, und die Grössein y zu den c in derselben Beziehung stehen, wie 
die ß zu den b. Die Einsetzung des gefundenen Werthes von Xi in (30.) 
liefert die Identität 

/(^ = 2B2Y\lf,{?) = 2.^|./(^, r) = 2e£JJ,f,{/) 

= «-?i,^,l/i(y)+/;(/)! 

und die Gleichsetzung der Coefficienten von §Ji links und rechts die 
2 Relationen 

(33.) ep.=n{y)+f,(r'^ CrZu.'D' 
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Dieses bemerkenswerthe System von Gleichungen wird nun in folgender 
Weise verwandt. Man multiplicirt die Gleichung (32.) links mit /i(J^)+/if(?'^^ 
rechts mit f .p^^ und summirt nach L In der hierdurch resultirenden Gleichung 

ersetzt man ^, durch seinen Werth Xi+eXi und schreibt links i an Stelle 
von L Dadurch ergiebt sich 

(34.) ^fAr)X,+^fdr)Xi = 2:xjAr)+B2:x,r.(r% 

oder schliesslich: 

(35.) :SxJAr) = ^^Xj,{f\ (;f=l,2,...ii), 

wodurch die flermttesche Substitution (20.) in die Form (13.) gebracht ist *). 
Je nach der Wahl von « in (29^) kann man so jede der beiden Arten der 
antisymmetrischen Form hervorbringen. Ist aber für einen Werth « die ent- 
sprechende Determinante 

O — — ^Si ^^ C\ C2 • • • CJ, ^^^^ v. 

d. h. ist +€ Wurzel der Fundamentalgleichung von (28.), so kann man in 
(35.) nur zu dem anderen Werth von b gelangen, da sonst der Uebergang 
von (31^) zu (32.) unmöglich wird. 

Ueberhaupt illusorisch wird die Methode, sobald C für beide Werthe 
von € Null wird, d. h. sobald die Fundamentalgleichung sowohl +1 als —1 
zu Wurzeln hat. Dies tritt ein , sobald bei geradem n die Determinante 
2±b[bl...bl den Werth -1 besitzt**). 

Es mag noch erwähnt werden, dass eine Substitution, welche f{x) 
in of{X) überführt, auf die Form gebracht werden kann 

2!a'^Xg = \'o2!afX^, 
wobei jedoch der Fall 

ausgeschlossen bleibt 

§. 5. 
Weiss mau von einer Substitution, dass sie eine Äermt/esche ist, so 
ist die zuerst sich darbietende Frage: wie findet man eine zu ihr gehörige 



*) Vgl. die kürzlich erschienene Note von Hermite, dieses Journal Bd. 78, pag. .325. 
**) Vgl. Baltzem Determ. 3. Aufl. p. 182. 
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Form f{x)? Derselben entspricht die Aufgabe, eine Substitution, ton der 
man weiss, dass sie in die Form des Systems (13.) gebracht werden kann, 
wirklich in diese charakteristische Gestalt überzuführen. Bei dieser Fassung 
treten n' lineare Gleichungen von ebensovielen Unbekannten auf, von 
denen jedoch ein Theil unbestimmt bleibt, wofern überhaupt eine brauch- 
bare Lösung vorhanden ist. Ich werde mich jedoch mit der Behandlung 
dieser Aufgabe hier noch nicht beschäftigen, sondern eine speciellere be- 
trachten, welche ebenfalls wichtig erscheint und eine elegante Lösung 
gestattet. 

Zu einer Hermtteschen Substitution gehört eine Anzahl selbstständiger 
quadratischer Formen und damit zugleich jede aus ihnen linear zusammen- 
gesetzte Form*). Es sei nun eine Form f{x) der Gruppe bekannt; dann 
kann man aus ihr mit Hilfe eines einfachen Processes weitere Formen ab- 
leiten. Derselbe beruht auf folgendem bekannten Fundamentalsatz: Wenn 
zwischen den Grössen $i, I2, ... §ni -1^ -2? ••• -» di^ Gleichungen bestehen 

bl — ^''x—x) ' • • ^n — ^ 'ir— X 

X X 

und gleichzeitig zwischen zwei anderen Systemen w, , ... w„ : t/, , ... U^ 
Gleichungen von der Form 

V^=^Zrlu^, . . . U^^Zr^'^u, 



'X 

X 



statt haben, dann besteht die Identität 

(36.) ».I, + «,I,+--+«,I. = U,S,^-V,I,-\-"+V,I^. 
Wenn nun aus den n Gleichungen 

(37.) x, = £b\X„ ^« = 1,2,...«) 

X 

die Relation folgt 

f{x\ = f[X), 

dann bestehen zwischen den Ableitungen, wie oben bemerkt, ebenfalls 
lineare Gleichungen. Bezeichnet man nämlich 



*) Für den Fall dreier Variabein besteht die Gruppe, geometrisch ausgedrückt, 
aus sich doppelt berührenden Kegelschnitten, wie Herr Hermite bemerkt hat. Bei vier 
Variabeln tritt eine zweigliedrige Gruppe von Flächen zweiter Ordnung auf, welche 
vier Geraden s:oinefn haben. (Vgl. Schröter, dieses Journal Bd. TT pag. 140.) 

9* 
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so ist 

(38.) Ui = 2:b^u,, (t=l,2,...ii) 

und es ist nach dem Vorausgeschickten evident, dass die beiden Systeme 
(37.) und (38.) die Gleichung f{x) = f{X) nach sich ziehen. Aber diese 
Relationen gestatten zugleich die Herstellung einer anderen Fonn, welche 
sich ebenfalls reproducirt. Bezeichnet man nämlich 

^b'^x^ mit |„ 

X 

2 h"^ X^ mit Ji , 

X 

80 ist vermöge (37.) 

(39.^. £, = ^KI,; 

X 

dies ist ein System von ganz gleicher Gestalt wie (37.) und liefert somit 
combinirt mit (38.) unter Anwendung der Formel (36.) die neue Gleichung 

5tA(^)+^2/i(x)+... = zj,[X}+^,r,{X)+-', 

oder wenij für |, -T die Werthe substituirt werden 

i n(^)^bix^+r2{x)i:bix,+'-+f,{x)2:b:x, 

(39« \ I « * * 

•^ = rAX)2:bix^+f,{X)2:bix^+..^+f^{X)^b:x^, 

X * M 

d. h. wenn man die linksstehende quadratische Form mit ^f^^^ (x) bezeichnet 

(40.) f^'\x) = /^'\X^. 

Gleichzeitig mit f(x) geht somit nothwendigerweise eine zweite, leicht her- 
stellbare Form durch die Substitution (37.) in sich selbst über. Die Coefifi- 
cienten derselben sind linear sowohl in Bezug auf die Coefficienten der 
Substitution, als auch in Bezug auf die von fix). Setzt man 

r\x)=^pi\^x,x,, P<V=p!l!e^ 

so ist 

plV = A(6;)4/i(6A 

Dasselbe Verfahren lässt sich auf f^^\x) anwenden, wodurch man 
f^^{x) erhalte, u. s. f. OflFenbar ist der Cyclus geschlossen, sobald man zu 
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einer Form f^'^ix) gelangt, welche ans den vorangehenden der Reihe sich 
linear zusammensetzen lässt, da die Fortführung des Processes alsdann nur 
noch auf Formen fliliren kann, welche der Gruppe der r ersten f, f^^^y ... f^"^"^^ 
angehören. Es verdient übrigens bemerkt zu werden, dass die Herleitung 
der Form f^^^{x) durch das Verschwinden der Determinante und deren 
Unterdeterminanten von f{x) nicht gestört wird. Es bleibt demnach der 
angegebene Process auch dann anwendbar, wenn die Substitution keine 
Herifii/esche im strengen Sinne ist, sondern nur eine oder eine Zahl be- 
sonderer Formen in sich selbst transformirt An Stelle irgend einer 
Form [^"^{x) der Serie kann man ebensogut eine lineare Verbindung der- 
selben und der vorangehenden, d. h. irgend ein Element der Gruppe 
(J9 f^^\ ' " f^'^) setzen, der Charakter der folgenden Glieder der Reihe wird 
dadurch nicht allgemeiner. 

Nachdem die merkwürdige Beziehung der Form f^^\x) zu der 
Form f{x) einmal erkannt ist, bietet sich von da ab noch ein zweiter 
Weg des Fortschreitens zu weiteren Formen. Bedenkt man nämlich, dass 
jene Methode ein allgemeines Mittel bietet, um aus einer quadratischen Form 
und einer zu ihr gehörigen Substitution eine zweite Form darzustellen, dass 
es femer zu einer Form eine mehrfache Mannigfaltigkeit *) von zugehörigen 
Hermite^ahen Substitutionen giebt, so bieten sich zwei Arten des Fortganges 
dar. Entweder werden immer andere quadratische Formen mit der einen, 
gegebenen Substitution combinirt, oder umgekehrt, man hält f{x) fest und 
verbindet sie mit immer neuen Substitutionen, welche zu ihr gehörig sind. 
Der erste Weg ist oben eingeschlagen worden. Die Benutzung des zweiten 
erfordert die Herstellung neuer Substitutionen, welche, zugleich mit der ge- 
gebenen, f{x) in sich selbst überführen. Die einfachste Methode besteht in 
der Wiederholung der Substitution, d. h. darin dass man in die Gleichungen 



X— n 



a;. = 2:bi.X, 



x=i 



für die X neue ebenso gestaltete Ausdrücke in anderen Variabein einsetzt. 
Durch mehrfache Iterirung und Wiedereinführung der Grössen X ergiebt 



*) Das System /;(a;) + 2^r x^ = /;C-^ + J?t«Xx, worin r -f rf = ist, repräsen- 

X X 

tirt nach (Kj.) eine Hermite&che Substitution von f(^x) mit den —^^ — - willkürlichen 
GrüBsen rf. 



70 Rosanes, über die Transformalion einer quadratischen Form in sich gelbsim 

sich folgendes System von Substitutionen 

\ x,/. i 

\:= 2. hM. h'^ h'lXy = 2: et X, , 

welche sämmtlich die Eigenschaft haben, zugleich mit der ersten, f{x) in 
sich selbst zu transformiren. Nach demselben Gesetz wie f^^\x) aus den 
Coefficienten 6^ kann man daher eine Form (p^'^\x) aus den &x bilden, d. \l 
zugleich mit den Foimen /"(.t), f^^\x] geht auch die Form 

fdx)^clX,+fJ.x)2:cixo + -' + f/,x):Sclxi = (p^'\x) 
in sich selbst über. Dasselbe gilt von 

Wenn man q>^^\x) = f^^\x) annimmt, so stehen sich somit zwei Reihen von 
Formen 

/ • 19 §9 • • • ? 

f, (p\ (f?, . . . 

gegenüber. Es ist jedoch leicht zu zeigen, dass eine wesentliche Ver- 
schiedenheit nicht besteht. So ist vermöge (39".) 

oder wenn man -0 — , ••• aus (39".) ersetzt, da 

ist: 

= -2/;(a;).a;^6i6j,+2:/'(6,,6 )x,a? . 

Da aber die b], Coefficienten einer //ermt7eschen Substitution von f(x) sind, 
so besteht die Relation (vgl. Formel (25.}) 

femer ist nach (41.) 

i:b\hi ---^ c\ 



'/L^'u ~~ ^u y 
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folglich wird 

d. h. nach obiger Bezeichnung 

irKx) = <p''\x)+f{xy, 

es ist somit q)^^^ der Grappe der / angehörig. Im Allgemeinen stellen sich 
jedoch die Formen der Serie q) etwas einfacher und ihre Bildungsweise ist 
insofern übersichtlicher, als sie aus ein und derselben Form f{x) und den 
Coefficienten der iterirten Substitution gebildet sind. Die Beziehungen der 
Functionen q> hängen auf diese Weise innig mit denen iterirter Substitutionen 
zusammen. 

Die Specialis irung der hier gegebenen Ausführungen für die ortho- 
gonale Substitution ergiebt sich, indem man die Coefficienten der zu trans- 
formirenden Form f{x) 

setzt, wodurch f(x) = ^xl wird. Wendet man diese Werthe im §. 4 an, 

so wird, da alsdann fi {x) = xx ist, somit unter Beibehaltung der Bedeutung 
von 6i, ei, y\ aus (33.) 

(42.) yi + y? = ^Sa 
und die charakteristische Form (35.) wird für die orthogonale Substitution 

zx.f, = ^-s^.r'*), (i = i, 2, ... II) 

welche gegenüber den Gleichungen (35.) oder (13.) noch die Besonderheit 

hat, dass die «^ Grössen y im Wesentlichen nur auf Z in Folge von 

(42.) sich reduciren. Die Gestalt dieser Gleichungen liefert mit Hülfe des * 
einfachen in §. 3 eingeschlagenen Verfahrens sofort die Relation 

und verificirt so die Annahme ohne alle Rechnung, wie sie bei der ge- 
wöhnlichen Darstellung erforderlich erscheint**). 

Die in diesem Paragraphen gegebene Methode der Herstellung neuer 
Formen aus einer einzigen liefert hier das einfache Resultat: 



*) Vgl. Veitmann, Schlömilchs Zeitschr. f. Math. u. Phys. XVI pag. 523. 
**) Zugleich ist damit die Umkehrung der Cayleysehen Darstellung gegeben. 
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I%tXi = ^b'^X^ eine orthogonale Substitution und bezeichnet man 

X 

die aus ihr durch Iteration successive entstehenden mit 

X X 

80 gehen zugleich mit der Summe der Quadrate x] + *'' + xl auch die 
Formen 

£b'^XiX^, £c\XiX^, 2d\,XiX^, . . . 

i.X I.X l.X 

durch die gegebene Substitution in sich selbst über. 
Breslau, October 1874. 



73 



lieber das simultane System von drei temären qua- 
dratischen Formen. 

(Von Herrn S. (rundelfinger in Tübingen.) 



Uie folgende Arbeit giebt zunächst (Abschnitt I) die Ableitung der 
noch nicht bewiesenen Ergebnisse des Hm. Hermite über typische Darstellung 
dreier temären quadratischen Formen (Band 57 dieses Journals pag. 371—375). 
Dabei werden die Coefficienten der ternären cubisehen Form, als deren 
DiflFerentialquotienten die gegebenen Functionen bei Einführung von .ge- 
wissen neuen Veränderlichen erscheinen, in einfacher Weise durch elf fun- 
damentale Invarianten ausgedrückt. Sodann wird (Abschnitt H) vermittelst 
der typischen Darstellung der Formenzusammenhang des Systems genauer 
ergrtlndet, indem fast jeder Satz über temäre cubische Formen sich in einen 
entsprechenden fUr drei quadratische übertragen lässt. So ergiebt sich bei- 
spielsweise das Theorem, dass sämmtliche Invarianten des Systems mit 
Comblnanteneigenschaft ganze Functionen von zweien derselben sind. Den 
Schluss (Abschnitt III) bilden einige Anwendungen auf das Flächennetz 
zweiten Grades. 

I. lieber die typische DarsteUung des Hrn. HermUe. 
Es seien 
((p^^\xx) = y^'^= aiixl+2ai^iX2+'"+ihiXl = {aiXi+a^2+(h^if = «i = «« =- *) 
(1.) U^'\xx)=(p^'^==bnx]+2b,^,x,+''^+by,xl=^bl^^^ 

\(p^^^{xx) = (p^^^=Ciixl'i-2ci2XiX2'\ — [-C33a?3=c^= c^^=- 
die drei gegebenen Functionen und 

(2.) }N^' = :S±^^fh = N\Vx]+2N[Vx,x,+..' + m^, 
m^ = ^±^ ^«, = N[Vxl + 2m'x,x,+--+m'x] 



*) Wir werden im Folgenden jederzeit die Abkürzungen anwenden: 

a, = a,x, +a,a?,+a,x,, a'^ = a\x^+a'^x, + a'^x,j (afew) = (2±a,6,tf,)etc. 

Journml für Mathematik Bd. LXXX. Heft 1. 10 
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die Polarkegelöchnitte der Geraden w, in Bezug auf je zwei der 9^'^. Die 
Jacobi^che Form (J) und die Äermttesche (a) sind definirt durch 

und 

= 4 (aftti) (acii) (6ctt) = | (anif*? + ^0^2 «I «2 + • • = l«J- 
Die beiden letzteren gehen, im Falle die y^'^ die partiellen DiflFerential- 
quotienten einer und derselben cubischen Form 

d. h. im Falle 

(6.) »>'■' = i-|-, »"'=i8|-. »'" = i^. 
genau in die -ffe^^esche Determinante J und in die Contravariante -2**) 
der Form f über, indem alsdann 

~ 6» ^ - öxj öxj öx'3 

und 

a = 6(/i»ii)(/«ti)(i»iiii)/jm2ii3 

= (/m tt) (/» 11) (m nti) (/, «12 113 — /1 »»3112+ •••) 
= {lmü){lnu){mnu){lmn) 
wird. 

Die einfachste simultane Invariante von a und J nennen wir 

(6.) / = Jnia,n + 3^„2cy,i2H h 6 J123 cy,23 , 

so dass beim Bestehen des Systems (5.) t vollkommen übereinstimmt mit 
der Invariante T der Form f. 

Wir setzen femer 



'1 ^-2 



ö'ff . ^ d'a . ö'ff 






'1 ^"^2 



*) Die Bezeichnung der Invarianten, Covarianten etc. einer ternären cubischen 
Form ist hier YoUkommen dieselbe, wie in der Abhandlung von Ckbsch und Gor dam 
in den Math. Annalen Bd. VI S. 436 ü. 

**) Für den Punkt l/^ = folgt hieraus die geometrische Deutung: Jede Gerade, 
deren Polarkegelschnitt in Bezug auf a = conjugirt zur Curve 7^*> = liegt, geht 
durch den Punkt l/. = 0, und umgekehrt. 
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und die aus diesen linearen Contravarianten gebildete Determinante 

(8.) ^±a,ß,y, = {aßy)^8. 

Dabei sind die Definitionen so gewählt, dass t/i , t/2 , f/3 unter Voraussetzung 
der Relationen (5.) beziehungsweise übergehen in Ä«,, Siij, Su^*) und 
somit -2 + «1/32 73 in S^. Man kann die f/| noch in anderer Weise darstellen. 
Es ist nämlich symbolisch 

üi = 3a^fi^ = 6|(a6M)(aca')(6cö') + (acii)(aW)(6ca') + (6cti)(a6a')(ac^^ 

oder, da jeder der beiden ersten Tenne rechts gleich der Hälfte des 

letzten **) : 

(7^) U, = 12 (aW)(aca) (ACH), 
und ähnlich 

(7^) U2 = 12 {beb') {bab') {cau) , f/3 = 12 (cac) (cbc) {abü). 

Bedeutet somit A^^ den Coefficienten von ö.> in -2"+ 0,1022033 etc., so hat 
man auch: 

tU, = 6(^uiV{{>+2^2MiH-+^iiVIl>), 

(7\) f/2 = &{BnN[V + 2B,,NiV + ^.^ + B,,NlV). 

lf/3 = 6(CnM?^ + 2C.2iVg> + - + C33i\??). 

Betrachtet man diese linearen Contravarianten Ui als neue Liniencoordinaten 
und führt demgemäss neue Punktcoordinaten Xi durch die transponirte Sub- 
^tution ein: 

(8.) X, = a,X, + ß,X2+riX,, (t = 1, 2, 3), 

so geht die Form (p^^ über in 

q^ixx) = <p^%aa)r, + 2(p^%aß)X,X,+ ^'' + q>^^\yr)^' = <P^'KX,X,X,) = *<^ 
worin 

y('>(aa) = au«! + 2012«! «2 H |-ö33«3t 

3 
(p^'\aß) = 2:. (aa «i + a^ «2 + a.3a3)/3,. etc. 



*) Es ergiebt sich dies UDmittelbar aus der bekannten Identität 



**) Vertauscht man im ersten Term a mit a', so folgt 

(aftii) (aca') (pca!) = i(acaO { (061*) (6ca') - (o'6m) (fcca) } 

Ganz ebenso wird: 

(jicu) (jaba!) (bca!) = {(abaf) {(bca!) (acu) — (6ca) (ji'cu) j 

= i(a4a0(aco0(6cii). 

10* 
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Es lässt Bich beweisen, dass die 0^'^ die partiellen Differentialqnotienteii 
der temären cnbischen Form 

(9.) r= r{x,,x,, X,) = jr,*^'>+ jr,*^>+A,*<^> 

nach Ai, ^2 und A3 sind. Setzt man nämlich 

(10.) x{x,x^^^)^x=' v^'\^±xtß,r3)+<p^'K^±x,r2<^,)+(p^\2±x,aaß;), 

so wird vermöge der Substitution (8.) 

(11.) X = ^nx.x.x,) 

und somit nach der charakteristischen Eigenschaft der Polaren für beliebige y^: 



dX, ^^ f' ' ÖA, ^f^>^ ÖA, 

Durch die Annahme y i = «i , jf? = «2 , ^3 = «3 folgt hieraus 

^f ^X y ^X I ^X 

= y<')(a/9y)+(a;/3y)i,^'«, + (xy«)i,^'a,+(x«/?)i,^o„ 
(cfr. (10.)) oder, mit Rttoksicht auf die Relationen 

^13-^ -^'-£r'^'=^'^"'^ -^'-Är^-^-^^"" -^■^?''=-^^'^')= 

Da jedoch die Summe der drei letzten Producte auf der rechten Seite 
dieser Gleichung identisch mit 2{aßy).(p^^^ =z2s(p^^\ so hat man: 

Indem man in fthnliclier Weise die y, gleich den /9, oder y, setzt, erhält 
man das Theorem: 



*) Es ist nämlich: 

(aco')(a6a')(ftc606; = 4(6c6')(aco'){(o6o06;-(o6'o06«} 

= K&c6')(o«a'){(*'6a0o* + (oW0<<,l 

= -(6c60(6o*')(oca'X. 
d. h. wegen (7".): 
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Vermittebt der Substitutionen (8.) erhält man Relationen der Gestalt 

wobei f eine bestimmte temäre cubisehe Form der X^ bedeutet. Ueberdiess ist 
(>6.)r = i!^., + ^..4^..|, ... ,<» = ^|^„+...+ ^„), 
imd für beliebige y^ (cfr. (12.) und (14.)): 

(16.) <p''\yßr)Wiyr'^)W(yoß) = it^yi+^y^+^ysl- 

J V 3 

Die Invarianten S und T der cnbischen Form /*, sowie die Coefficienten 
q>^^^{aa\ (p^^^{aß)^ ... selbst, lassen sich ohne Mühe durch einfachere Ver- 
bindungen ausdrücken. Die Grössen t und s unterscheiden sich als simultane 
Invarianten der Formen (p^^ (mit den Gewichten 4 und 8) nur um die vierte 
und achte Potenz der Substitutionsdeterminante (aßy)^s von den ent- 
sprechenden Bildungen der Formen i^, d. h. von F und S^. Man hat 
daher zunächst ^ 

(17) V "'■''' 

^ '^ )s'r=s.s' oder S = s'*). 

Bedeutet femer 

U8.) ^^ + ^^29^'^+^^ = dnx]+2d,2X,X2+'" + d,^xl 
eine willtirliche lineare Combination der y^'^, so ist deren Discriminante 

(19.) 6-2'±rfurf22rf33 = ß{Azl+Bzl+^-) = rf(«|, «27 «3) 

— als vom Gewicht 2 — bis auf den Factor s'^ gleich der Discriminamte 
der transformirten Form 



^V** aX""^*2"SF'^*^^]r/ "^ ^:^X = ^z^X 



oder, was dasselbe, gleich der mit den Argumenten a, geschriebenen 
ITe^^ßSchen Dettrminante J{zijZ2^^3) der Form f. Es besteht somit die 
Relation 

«V(j5iJ52«3) = -^(ai«2Ä3). 



*) Diese letzte Gleichung konnte auch durch die Bemerkung erhalten werden, 
dasB die einfachste rimultane Invariante von x = 9'^^Kxßr) + 9^^Kxy^) + 9'^^Kxoß) 
und von o, d.h. s, gleich der entsprechenden Bildung der beiden Formen «./'und 

— rX also — r-S ist. 
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Ersetzt man in derselben die völlig willkfirlicben n^ dnrch die Xf und be- 
zeichnet J{XiXiXz) und d^XiXiXi) der Kürze wegen mit J und rf, so 
geht sie über in 

(20.) e^d == J. 

Man hat daher auch 

■ 

warauM mit Berücksichtigung ean (17.) und (20.) die gesuchte Darstellung eon 

r folgt: 

(21.) /^= 12J{d)+Aid. 

Dieser Ausdruck von f besitzt ein erhöhtes Interesse durch den Umstand^ 
dass folgendes Theorem gilt: 

Jede lineare Substitution, vermöge deren die Functionen ip^'^ in die 
partiellen Differentialquotienten einer und derselben temaren culrisehen Farm 
übergeführt werden, ist mit der hier angewandten identisch, so lange s einen 
eon Null verschiedenen Werth besitzt. 

Sollen nämlich unter Vermittlung der linearen Transformation: 

X, = hX,+u,X:,^v,X, (1=1, 2, 3) 
und deren transponirter : 

Gleichungen der Grestalt (14.) bestehen^ so werden die zugehörigen Formel 

I»,a,+ti2a2+f»5a3 = tt«, «/? und Uy, 
abgesehen von (it^uv)^, gleich den entsprechenden Bildungen der Formen 

^"^E"' ^' ^ ^^^^ obigem gleich S©i, Sca und S©,. Die neuen Liniencoor- 

dinaten c, sind also, so lange nicht S= j/«(iay)**) verschwindet, den Ui 
proportional; w. z. b. w. 

II. Anwendong der typischen Darstellong auf den Formenzisammenhang. 
Jede Invariante der Formen q>^^ ist, mit einer passenden Potenz von 
von s multiplicirt, rational und ganz ausdrückbar durch die entsprechende 



*) Man erwäge, dass die mit ßfi^Y moltiplicirte Combiiunte $ der Formen 9K0 
gleich der entsprechenden Bildung der -^j also S* ist. 
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Bildung der Formen ^' Mit Bezug auf die Gleichung (21.) kann man 

daher den Satz aussprechen: 

Jede Invariante der Formen tp^^ ist, mit einer pausenden Potenz von 
s multiplicirt, rational und ganz ausdrückbar durch die zehn Coefßcienten A, 
By C . . . in d und durch t. 

Da das simultane System von drei ternäien quadratischen Formen 
nur zehn unabhängige Invarianten besitzt, so mtissen zwischen s, t und den 
zehn Coefficienten A, B, C, . . . zwei Relationen bestehen. In der That 
ifit nach (20.) 

oder wegen (17.) 

(22.) S(rf)=i/'-iV, T(rf) = /(,',^-80*). 

Gemäss der ersten dieser Relationen (22.) lässt sich das soeben aufgestellte 
Theorem nunmehr auch fassen: 

Jede Invariante des Systems ist rational durch die elf Grössen A, B, 
C^ . . . und t ausdruckbar. Zwischen den letzteren selbst besteht die Glei-- 
chung T{d) == ti^f-^Sid)). 

Für Invarianten mit Combinanteneigenschaft **) vereinfachen sich 
diese Betrachtungen ausserordentlich, indem der Satz besteht: 

Jede Combinant- Invariante der Formen tp^'^ ist eine ganze Function 
9on s und t. 

Eine derartige Combinante i — etwa vom m*«" Grade in den CoefiS- 
cienten einer jeden Form y^*^ — geht bekanntlich, gebildet für die Formen 

•g^ , in eine Invariante (J) von f über, so dass man hat 

i = Js''"'. 



*) Man bemerke, dass vermöge dieser Formeln gleichzeitig die Invarianten S(d) 
und TCd) der Jacofttschen Form d durch s und t ausgedrückt werden. Denn da ver- 
möge aer Substitution (8.) die Function s.S in J übergeht, so ist 

(**S(ä))** = S(./), (s'T(d))s' = TiiJy, 
also 

S(5) = S(d), TCä) = T{d). 

**) lieber Combinanten vergleiche vorzüglich die Abhandlung von Hrn. Oordan 
in den Math. Annal. Bd. 5, pag. 95 ff. 



gO Gmudeifiufer, Spiem dreier l 

Aber J aU eine ganze Fonction von S und T — etwa von der a^^ Oid- 
nnng in Bezug aaf S und von der ß^^ in Bezug anf T — endiSk nach 
ri7.j mindentens den Factor /*^ also wegen 4a -f 6/9 = 3« mindestens den 
Factor j^. Q. E. D. 

Der hier gegebene Beweis zeigt gleichzeitig, nach welcher Mediode 
man eine solche Combinante durch $ und t ausdrücken kann. Um dies 
beispielsweise fttr die Invarianten S(a) und T(a) der Form a zu leisten, 

bedenke maa. dau a, gebildet fOr die -^, mit der ContnTariante ^ der 
Form f zosammenMlt dam also 

Da somit der Atudmck 2 mit den, Veränderlicben U, vermöge der Trans- 
formation (7.) in ^a ttbergeht so i«t 

oder mit Rücksicht anf den Umstand, dass S{S) und T{2) beziehungsweise 
gleich (iS*4-2r) and iTi2T-SSP) d. h. gleich *»(i»+2f) and |*»l(2f-3»): 

Vermittelst des Prinzips, dass eine Invariante, Covariante etc. des Systems 
der fp^^^ nur um eine Potenz der Grösse 8 von der entsprechenden Bildung 

df 

der i-^j- verschieden ist, lässt sich mit Anwendung einiger Kunstgriffe 

allgemein fast aus jedem Satze Qber die Form f ein analoger Aber die Com- 
binanten von drei quadratischen Functionen (p^'^ ableiten. 

So ist, um ein bekanntes Beispiel zu wählen, die Resultante R der 

df 8* 

drei Formen | -^ gleich T*— -^ und unterscheidet sich als vom Grewichte 8 
nur um ^ von der Resultante R (y^*^ (p^\ (p^^^) der 9)^*^, so dass 

^R{ip^'\(p^''\ip^'') = r~ 

oder wegen (17.) 

(24.) R{H>''\V''\V''') = ^-|- 

Wenn die drei Kegelschnitte ^^ = einen Punkt Ai, A2, Xs (also 
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die 9^'^ den entsprechenden Punkt XjXtXi) gemein haben, stellt 

= iT2- 2 — ^-— - -- ^T2-2S{J) 

= •^ 1 öxT öFT ^^ "äx, öx, "öf/,öi/. + 1~*'^ 

gleich Null gesetzt den Cabas der Gleichung des gemeinsamen Punktes 
Xi dar. Durch Uebertragung findet sich (cfr. Math. Annal. Bd. IV S. 561 ff.): 

Für f— -ß- = repräsentirt 

(25.) n = J(a)-lta~ •*a~2:s:(J) = 2{dd'ufdJ,Uo-ita = 

die zur dritten Potenz erhobene Gleichung des den Kegelschnitten cp^'^ = 
gemeinsamen Punktes. 

Aehnlich bekommt man: Wofern ni=0 oder, was dasselbe, wenn 

haben die Kegelschnitte (p^^ = zwei Punkte gemein, und /;f — « J = *) liefert 
den Cubtis der Gleichung für die Verbindungslinie dieser beiden Punkte. 
Für tx — sd'^^0 oder, was das Gleiche, für 

-** JL ^ J3 **3 = " 

gehen die Cureen (p^^ = durch dieselben drei Punkte, 

Auch der merkwürdige Dualiämus, den Herr Aronhold durch Einführung 
der Form T begründet und den ich selbst ausführlich in den Math. Annal. 
Bd. IV S. 144 entwickelt habe **), lässt sich ohne Weiteres auf das System 
der (p^^^ übertragen. Als eine unmittelbare Folge der Gleichungen 

^(77) = ^' -2^, :S^(/7) = -|ß^^ 

seien hier nur erwähnt die beiden fundamentalen Formeln 

(26.) Jip) = 4(<-- '^)a, 2^71) = - l{t'-\)d. 



*) Ueber die Definition von x vergl. man (10.). Uebrigens leitet man aus (21.) 
sofort diese andere ab: ;^= \2J(ß^-\-4itS. 

**) Die Herren Schröter und Rosanes sind später bei anderen Untersuchungen auf 
diesen Dualismus (Math. Annal. Bd. V S. 50 und Bd. VI S. 264) zurückgekommen. Auf 
dem hier eingeschlagenen Wege können die darauf bezüglichen Ergebnisse algebraisch 
toUständiger erledigt werden. 
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Es Stehern mbo d smd a iu MMimäer im äemselbem Verhäitmme, wie die 
Cof/Ieff^cht mmd ^etteache Cmne der Cantraoariamte n. 

Die verschiedeneB hier aufgestellten Sitse sind allerdings nur nnter 
der Voraussetzung bewiesen, dass s nicht verschwinde; sie bleiben aber 
nach einem bekannten Raisannement auch noch fftr « = giltig. Beispiel- 
weise ist die Gleichung (16.) 

(16.) 9<'>(!,ß'/)-i-<f>''H9r»)+v'''i9»ß) = i!-^f.+ -^y.+ -^f,) 

für alle Werthe irgend eines bestimmten Coefficienten a,^ erhärtet, ausge- 
nommen für diejenigen, welche s zu Null machen. Die Relation ist daher 
identisch und auch noch bei s==0 richtig. An die allgemeine Giltigkeit 
dieser Formel (16.) lässt sich leicht die geometrische Deutung der Be- 
dingung t = anknfipfen. Wenn nämlich in dem Kegelschnittnetze 

eine Doppeigerade sich befindet, verschwindet nothwendig s*). 

Denn lässt man ^^'^ mit dieser Doppelgeraden zusammenfallen, was 
für die Berechnung von s erlaubt ist, so verschwindet u^ nach {T.) identisch 

und somit auch (cLßyh 

Wenn umgekehrt # = 0, besitzt o = nach (23.) eine Doppeltangente 
e, r= und 

d. li. im vorliegenden Falle | t^Xy ^^^ ^^^ ^^^ einen constanten Factor gleich 
9\. Mit Bezug auf die Gleichung (16.) kann man daher das Theorem 
HHKMprci'tien : 

Wenn t -' 0, besiM die CayleyBche Cune a = eine DoppeUangente^ 
dfiffm ins Quadrat erhobene Gleichung in laufenden Coordinaten x-, (hei eöUiger 
WiUhUflichkeit der yj durch 

{21. j ^f^''{yßr) + <p'''iyr^)+^'''(jf^ß) - o 

dargeslelll wird. 

III. Zur Theorie de» Flflchennetzes zweiter Ordnung^. 
Drei Flächen zweiten Grades 

*) Dienen Satz, jedoch nicht seine Umkehrung, hat bereits Herr Sabnan bewiesen. 

**} Üioier Abschnitt III beHcbäftigt sich mit der Daratellang des Products ans 
il#ri (ileiehitnf(en der aoht (irundpunkie und mit der geometrischen Deutung einig«: 
«Ubei auftretoiidcn Flächen. 
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f^^^ = anx] + 2anXiX2'\ hö44^J = a^ ^ d^ = ••• = 0, 

(28.) {/^> = bn x]+2b,,x,x, + "' + b^xl=bl = b': = ... = 0, 
f^^^ £^ Cii xl + 2c^2XiX2'\ \-c^^xl = c^ = ci,^ = ... = 

schneiden sich in acht Punkten. Das Product aus den Gleichungen der- 
selben wird bekanntlich gebildet, indem man aus dem Systeme (28.) und ans 

(29.) UiXi+U2X2+thXi + U4X4 = 

die Verhältnisse der a?, eliminirt. Nach einem von Clebsch angegebenen 
Uebertragungsprinzipe *) ist das Eliminationsergebniss von der Gestalt 

(30.) &'-^ = 0, 

worin & und ^ erhalten werden, wenn man in den symbolischen Dar- 
stellungen der Grössen t und s (vergl. (6.) und (8.)) die Determinanten 
{abc)^ {abb') u. s. w. durch solche der Form (-2*+ 0,6203113), ('S± 016263113) 
u. s. w. ersetzt. Man hat also: 



^ = 6 (a'6'c' u) j {aba'u) {acVu) (bcc'u) + (aba'u) {acc'u) (bcb'u) + • • 

wo die Klammergrösse rechter Hand sechs Summanden besitzt, die aus dem 
ersten {aba!u) {acVu) (bcc'u) durch Permutation der Buchstaben a', 6', c' her- 
vorgehen. Derselbe Ausdruck entsteht offenbar, indem man die einfachste 
simultane Invariante der quaternären cubischen Formen 

öA'> df^^^ 3f(^> , , 

D = 6(ö6c«)ö,6^c, == lS+-j^ -^ "i^^^ ^ rfma?I+ — + ^444^ 

(31.) C = 6 {abeu) (ßceu) (bcvu) = Cm rj + 3c,i2 ©1 ©2 + • • • + c^^el 
bildet, mit anderen Worten, es ist auch 

(32.) 5^ = du rfui-f 3Cii2 dii2-\ h ^444^444* 

Die hier auftretende Grösse C ist eine cubische Form der sechs Differenzen 

Pn = tJ3W4 — tJ4fl3, P2Z = ©ltt4 — <?4«M ^31 = ©2tt4— ©4W2, 
P34 = f?lfl2— f?2Wi, /I41 =<?3W2 — <'2««3? f^l = ©1 «I3 ~ «311,. 

Der entwickelte Ausdruck derselben umfasst Glieder von dreierlei Art, 
die Kuben der sechs Grössen p^, die Producte aus dem Quadrate einer 
derselben in eine andere, endlich die Producte aus drei verschiedenen p^. 
Mit Bezug hierauf kann 



'^> Cü. Bd. 59 dieses Journale S. 28. 
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'un 



mq 



X {{ac)i2Py2 + {ac)23Pn H h ( ac)«;?42} 

X {(6c)i2 j9n + {bc)o3P2z H h {bcU2P4i} 

geschrieben werden**): 

/Ol« X C ] + i ^ik(^i.uO^ \ + \ Oik^kn.Ou\]plPi„,+ Z {iöfcflto,a 

(31'*.) -fi- = \ «Mw^H-v 

+ ! ö„i ö/t a,„y I + 1 a„,f a,^^ a^^ \ + \ a,,^ a^.,,, a,„ \ — | a„a a^at^ \ 

— i ^ni ^mk ö/v I — I «W ö*v ^t"« ! "^ I ^9i ^Oc ^nm \ } PikPtmPnq' 

Die allgemeinen Glieder in der zweiten und dritten Summe rechts 
vereinfachen sich in speciellen Fällen, indem beispielsweise der Coefficient 
von plp^t gleich 

und der von PikPi„,p,a gleich 

! ö.-,„ a,-i ai,n I + ! fliw ö;» ö,„„. I + 1 a,.;t «,/ ö,„,„ j + : a^ a^,„ a„, | - 3 1 «,•,„ ö*m «« | . 
wird. 

Nach Berechnung von & gestaltet sich die von ^ höchst einfach ver- 
möge der Formel (22.) S{d) = if-j\8. Setzt man 

«lö,-, + Ä2ft/it+Ä3C;, = 4, ^I =1, 2, 3, 4, * 

und nennt D,^ den Coefficienten von du, in ^±diidndz^d^^ so wird 

6 (Dil «I1 + 2D,2WiW.,+ •• • + />44«4) = * lÄl , Ä2l A3) = * 

eine temäre cubische Form von «,, a? und «3, welche aus d (cfr. (19.)) 
durch die Operationen des Uebertragungsprinzips hervorgeht. Ist daher 
jS(*) deren erste Invariante, so hat man: 

(33.^ r = 8.?^-12S(*^, 

*) Es ist 

(a6),jt = Oibk — akbi, 

(öwj),jt = üiCk — akCi etc. 

**) Eine Determinante der Form 

Oik ai„, Ortp 



bik b 



Im "np 



Cik Ci 



in 



np 



bezeichnen wir mit \aikatmO>nJ^ indem wir nur die erste Horizohtalreihe andeuten. 
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und für das Product der acht Schnittpunkte: 

(30«.) ^'-6S(*) = 0. 

Die geometrische Deutung der in (32.) und (33.) sich darbietenden 
Flächen C = 0, ^ = und S(*).= kann im Anschlüsse an die früheren 
Ergebnisse leicht entwickelt werden. 

So folgt aus dem am Ende des vorigen Abschnitts aufgestellten 
Theoreme : 

Die Gleichung ^= repräsentirt die Eneeloppe der Kegel des Flächen- 
netzes »i/'^*^ + a2/*^^^ + «3/'^^^ = und gleichzeitig die singulare Fläche des Com- 
plexes C (31".), dessen Geraden die drei Flächen f^^ = in Punktepaaren der 
Ineolution schneiden. 

Nennt man femer die Jaeo^tsche und Cay/eysche Curve des Kegel- 
schnittnetzes, in welchem eine Ebene E das Flächennetz trifft, der Kttrze 
wegen die zur Ebene E gehörige JacoWsche und Cayley^che Curve, so er- 
hält man aus (23.) und (24.): 

Alle Ebenen, deren Jacobi^che Curven das Doppelter hältniss z be^ 
sitzen *), berühren die Fläche 

24.{l+z)\2-zy(l-zfS\4>)-{l-z + zyr{4^) 

= 2Hi+^)\2-z)\i^z)\^»'^^^^'^a--z+zy&\^^^^^»y = o. 

Die Ebenen, deren Cayley^che Gurren ein gegebenes DoppeherhäUniss 
z haben, hüllen die Fläche der 24. Classe ein: 

12i^+6iPf{l+zy(2-'zf{l-2zy-&'{2»'-3^)\l-z+zy = 0. 

Im speciellen Falle ä = — 1 hat man: 

Jede Ebene, deren zugehörige Jacolmche und Cayley^che Curve 
gleichzeitig harmonisch sind, berührt ^ = 0, und umgekehrt. 

Weitere Ausführungen über diese Einhüllenden ^ = und ^ = sind 
gegeben in Salmon, Analytische Geometrie des Raumes, deutsch bearbeitet 
von Fiedler I. S. 285-289. 

Tübingen, im October 1874. 



*) Ueber das DoppelverhällDiss einer Curve dritter Ordnmig vergleiche ^Salmon, 
Höhere ebene Curven, deutsch bearbeitet von Fiedler S. 242—243. 
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Zur Theorie der Kugelfimetionen. 

(Von Herrn Leopold Schendel.) 



1. Vermittelst der Z^et&nt/sschen der Binomialformel gleichgebildeten 
Formel fttr den höheren Differentialquotlenten eines Products beweist man 
leicht die Formeln 



-II 

7 



deren erste von Jacobi herrührt*), und in welchen n^A, resp. > *+l 
angenommen wird. 

Auf Grund dieser Gleichungen defiuiren wir die Kngelfnnctionen 
Ä*»' Ordnung der ersten Art durch die Doppelgleichung 






und ordnen ihnen die Functionen 

* ^ '' 2-1. ^+&!" <te-+* 

(a?'— 1)" » d— »-*(aj'-'l)»-»(»— 1) 



ZU. 



Man erhält dann in sehr einfacher Weise vermittelst der Gleichungen 

2«(a;»-l)"-Ha:+l) = '^^^^*^" +2it(x'-l)"-S 
2« («'- !)-*(« -1) = -^(?^llL-2«(a;'-l)"-S 



*) Dieses Journal Bd. II pagr. 22C. 
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indem mau auf dieselbeu die Operationen 



anwendet, die Formeln: 



{2n+l)Ptix) = n + l+kAlfx)--nAr'{x), 



k k 

in— 1. 



(2«+i)(.'-if PTf.^ = .^ig!ri)!^J).-*iM + __^ jC-'-i) - (^-*)-«r-(aO. ^ 



l- 



Der z"yveiten Formel kann znfolge der letzten auch die Form 

^ * ^^ y A\ / „_l_l ^^ «— Ä da; 

gegeben werden. Aus der ersten und letzten Formel ergiebt sich für die 
Functionen Pk(x) die Recursionsfonnel 

ebenso findet man fllr die Functionen Ai~\x) die Recursionsformel 

V2«+i n(2n + 1)^ '^^ V^+4ii*~i>'^^ ^^^+ 2«-i "^^ W - », 

beizufügen sind diesen Gleichungen die besonderen Werthe 



k 



^*(*) = — V-, n^'(x) = Ä + ia:P*(x), 



k 



Definirt man die i»^® Facultät von a mit der Aequidifferenz c durch 
die Gleichung 



w«;c _ (a—ii+ic)(a — nc). ..(« + »» — 2c)(a+iii — lc) 

(a — n -|- 1 c) . . . (a — 2 c) (a — c) 

in der n eine beliebige positive ganze Zahl ist, so hat man 
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ö^"i^ = a(a+c)...(a+»— icj, 



(a--wc)...Ca— 2c)(a — c) ' 

und es ist, so lange m und n gleiche Vorzeichen haben. 






und insbesondere, wenn wir allgemein 

1"'^ = m! 
setzen, 

— m! 11—1! 

Unter Voraussetzung dieser Relation gelten die Eingangs gegebenen Formelu 
auch ftlr negative «, wenn n^k, resp. ^ft+1 und a:>l vorausgesetzt 
und die negativen Differentialquotienten oder mehrfachen Integrale zwischen 
den Grenzen oo und x genommen werden; wir definiren daher weiter mit 
Rücksicht darauf, dass nach der eben gegebenen Relation eine Vertauschung 

von n mit — w+l und resp. —»an dem numerischen Coefficienten in der 
ersten Formel nichts und in der zweiten nur das Vorzeichen ändert, die 
Kugelfunctionen k^^^ Ordnung der zweiten Art durch die Doppelgleichung 

= 2".«4-&!(«'-l) ^■^— ^Ut^/ 

und ordnen ihnen ebenso die Functionen 

B: \x) = 2\n-l-klix'-l) —ix^k---'~- 






ZU. 



FUr diese Functionen gelten entsprechende Formeln, die man ver- 
mittelst der aus den vorher benutzten durch Vertauschung von n mit — n+l 
und resp. —n hervorgehenden Gleichungen 
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(211+1) (l-x'r- = 2(«»+l)(l-:er-'(l+x)-^^ *~^'^2"'^^+^\ 

(2«.+i)(i-x'r- * = 2(»+i)(i-xr"-^(i-x)+ '*^*-^'^^"'<^*-^> , 

2«(l-x')— *(1+«) = 2»(l-x')— ' + ^^i^^, 

2i.(l-x')-^'(l-x) =- 2fi(l-x'r-— ^^^^^ 
in analoger Weise erhält Sie lanten: 

(2»+l)(aj -1) Qtix) - -^r+T+t ~S + ^ ' 

H{x -1} öT W - „_4 ^ + j^ , 

«(x-l)fiJ-H«) = nQ:ix)-n+kQr'{x), 

(2ii+l)(a:-i) (?»(«) - ;^:pjq:j ^^ — ^ -, 

(«+i)ör(«)-(2»+i)«(?i(«)+(«— ^)(?r*(«) = 0, 

^«(.)-(.+^)i^.(«)+(^-;i±ßf)ir-(.) = 0; 
beizufügen sind ihnen die speciellen Werthe 



ik4-l(l-x) (!-»•)* 

(ik+l)(* + 2)(l-x)(a:>-l)^ 

2. Die in dem vorigen Abschnitte für die Functionen Plix) und 
At^^(x) und die Functionen ^(a?) und ÄJ"'(a:) gegebenen Formeln haben 
in dem speciellen Falle Ar = 0, in welchem der untere Index der Functionen 
auch fortfallen kann, ein und dieselbe Form. 

Es gelten flir die durch die von /pory gegebene Gleichung 
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2'.m:P'(x = ^L'**-* 



defioiitf n KvgeMnnetMmen enter An md £e Fasetk»«! 



die GleiebniigeD 



.»-rl-P^':* -.2«-i-l)*/*'(.x'-{-«/»-'(«> = 0, 



und eben dieselben Gleicbnni^en ffir die dorcb die Gleicbnng 

•ri— 



(fix) = 2".«! 



-/ 



defimrten Knfirelfanctioneii zweiter Art und die Fnnctioiien 



B-Xx) = 2-.rri . ^(«-^'(14-^ ^ ^ ^>c«-x- rr^Ciz:^^ 



wenn in ihnen F und A mit P und £ yertanacht werden; die besonderen 
Werfhe, die ihnen beiznfUgen sind, lauten: 

F\'x) = l, P'(«; = «; ^'» = 1, ^V»=-^^, 
a"(x) = i/j^p ^•■*) = x^'(x}-l, 

o ,x, - »«^_j + ,_,7 « l*^ - 2 ^ '' 2(i— ») 

Aus diesen Formeln ergebt sich in einfetcher Weise die CkristoffiBlache 

Formel 

P"-\x) = (2ii-3)P-*(x)+(2ii-7)/*^(xH-, 

ferner auch die Gleichung 

nA'^Hx) = £i2k-\-l)f*(x). 

l)iü Koonmionsformelu fUr die Kugeltunctionen nullter Ordnung führen auf 
dl« (Uoichunt; 
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in der R'(x) eiiie ganze Function ist; aus ihr erhält man, wenn 
gesetzt wird, die entsprechende Gleichung 

Die Functionen Jl" (x) und 0**^^ (x) stehen in denselben Beziehungen zu 
einander, wie die Functionen A^'^ix) und R'^^(x) zu den Kugelfunctionen. 
Während aber, wie schon bemerkt, die Function R'(x) eine ganze Function 
ist, besteht die Function C"~'(^) ^^^ ^ui^^ ganzen und einer gebrochenen 
Function, und zwar ist, wenn jene durch JS?"""H«) bezeichnet wird, 

und nach der für die Functionen C"~\'a;) leicht angebbaren Recursions- 
formel wird die ganze Function durch die Recursionsformel 

bestimmt, wenn ihr die Gleichungen E^{x) = 0, E\x) = | beigefügt werden. 
Endlich bemerken wir, dass offenbar die Functionen P" (x) und Q^ {x) 
der linearen Differentialgleichung 2&*®^ Ordnung 

'^^^ - ^-ki d^ 

und iosbesondere also der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(x'-\)r(x)+2xf\x)^n{n+l)r{x) = 

als particuläre Integiale genügen, und dass dasselbe von den Functionen 
A^^x) und E^^^ix) hinsichtlich der Differentialgleichung 

^ '^ n + kl ds^ 

und insbesondere der Differentialgleichnng 

gilt Vermöge dieser Gleichungen sind sie zogleich als beliebig hohe Diffe- 
xentialqaotienten darstellbar, sofern nor deren Index k nicht grösser als » 
resp. fl— 1 gewählt wird; so ist z. B. fllr A = » 

12» 
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Bemerkenswerth ist auch, diu», wie man leicht findet, das Integral der 
linearen Differentialgleichung erster Ordnung 

(a:-l)r(x)+/(x) + (-ir«A-^) = 
die Function A'^^(x) oder B^^{x) ist, je nachdem n positiv oder negativ 
angenommen wird. 

Die obigen linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung sind 
specielle Fälle der Differentialgleichung 

(ar'-l)r(x) + (2x+a(ar+l) + 6(ar--l))r(^)-«(«+l+a+Ä)A^) = 0, 
welcher die nach Jacobi durch die Gleichung 

oder auch die durch die Gleichung 

bestimmte hypergeometrische Reihe als particuläres Integral genttgt; dem- 
zufolge sind die Functionen P* {x) und -4*~* (x) in der Form 

P'ix) = f(-ii, ii+l, i, ^) = («1).f(-ii, «+1, 1, ^-), 

^-'(0?) = n^C-n+l, «+1, 2, 1:^) = (-ir*/?(~,,+l, „+1, 1, ^) 

darstellbar, wie man auch in directer Weise aus der /eoryschen oder viel- 
mehr aus der vermittelst der Lejftutfeschen Formel aus ihr hervorgehenden 
Gleichung 

findet Hier haben wir die Formeln durch Specialisünng des a und 6, 
und zwar für a= 6 = und a = 1, 6 = erhalten; die Annahme a = 0, 6 = 1 
führt auf die Formel 

^-«(^x)=iiF(-.ii+i,«+i,2,^)=(--ir^<-ii+i,«+ 

und iässt erkennen, dass die Functionen A^^^-x) und B^^{-x) particuläre 
Integrale der Differentialgleichung 

sind. 

Wir weisen hierbei darauf hin, dass von den hier der Theorie der 



i-^ 
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Kugelfnnctionen zu Grande gelegten beiden Formeln die erste durch eine 
Yertauschung der in ihr enthaltenen Grössen x—l und x+\ mit einander 
ganz unverändert bleibt, die zweite dagegen mit einer solchen sie nicht un- 
gültig machenden Yertauschung ihre Form ändert, und dass aus diesem 
Grunde eine so einfache Beziehung, wie sie die Kugelfnnctionen mit posi- 
tivem Argumente mit den Kugelfunctionen mit demselben negativen Argu- 
mente, die sich von jenen nur durch einen das Vorzeichen bestimmenden 
Factor unterscheiden, verknttpft, für die Functionen ÄSr^ix) und BJr^ix) 
nicht besteht Daher die Erscheinung, dass die Functionen A"~^H^) ^uid 
B*~'(a?) und die Functionen -4"""^(— o?) und F*""*(— a?) nicht Integrale ein 
und derselben linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung sind. 

Die Eigenthttmlichkeit der Eigenschaft der Functionen, dass sie 
Bämmtlich Integrale einer besonderen Gattung sngehöriger linearer Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung sind, veranlasst die Erwartung, dass es 
allgemeinere, zu den Kugelfunctionen in Beziehung stehende lineare Diife- 
retDitialgleichungen zweiter Ordnung giebt, aus denen für Ar = die gegebenen 
hervorgehen. Der Weg zu ihrer Auffindung wird bezeichnet durch die 
Relationen 

Ist f{x) ein Integral der Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe, 
80 ist /*(x) ein Integral der Differentialgleichnng 

(a!»-l)/"(a?) + (2a; + (a + &)(aj+l)+(6+*)(x-l))^(a:) 

-(ii-*)(ii+H-Ar+a+6)/(a:) = 

und («*—!) V*(«p) 6™ Integral der Differentialgleichnng 

(jc'-l)/" (a?) + (2x+ a (x +1) + 6 (« -1))/' (») 

-(i.(i.+l+a+6)+^-j??^-y^Aa^) = 0. 

Damach sind die Functionen Pj(a?) und Qlix) oder PJ(— a?) und ör(— «)» 
femer die Functionen Är\x) und Br^{x) und endlich die Functionen 
^j~'(— a?) und JBJ"^(— a?) beziehungsweise particuläre Integrale der Diffe- 
rentialgleichungen 



94 Schendeli %ur Theorie der Kugelf unctionen, 

(x'-i)r(x)+2xr(x)-(«(«-i-i:.+ J^-^)a'*) = 0, 

Beiläufig erkennt man ans dem Umstände, dass die obige allgemeinere 

Differentialgleichung nicht blos fttr ft = , sondern auch für a = b = — =- 

die Form der Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe annimmt, 
dass, wenn f{x) ein particuläres Integral der Differentialgleichung 

(aj' -!)/"(«) + (2 -*)«/"(x)-«(«+l-*)/'(ar) = 

igt, dieser Gleichung auch (x'— l)^/*(a;) als particuläies Integral genügt 

Zum ScUuss noch eine Bemerkung. Die Functionen Fl{x) und 
Ql{x) unterscheiden sich von den von Herrn Heine so bezeichneten 
und zugeordnete erster und zweiter Art genannten Functionen um eiuQn 
numerischen Factor; die Aenderung, die wir uns erlaubt haben, möge ihre 
Rechtfertigung in den vorstehenden Formeln und in dem Bestreben finden, 
auch andere Formeln aus diesem Gebiete möglichst einfiM^h darzustellen. 
Zum Belege hierfür führe ich die Formeln 



(a?+cosy|/a?'-ir = P"(x)+2^Fj(ir)cos*y, 



an, welche die richtige Wahl meiner Bezeichnung zu bestätigen scheinen. 
Berlm, den 17. September 1874. 
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lieber eine Kettenbruchentwickelung. 

(Von Herrn Leopold Sehendel.) 



Ans der Gleichung 

«rgiebt sich zufolge der Oämsbichen Kettenbrncbentwickelnng unter Voraus-: 
Setzung der Gonvergenz der hypergeometrischen Reihen die Formel 

F(a +1, ß, 7, g) ^ 1 



,. («+l)(y-/?)a; _ 



y+2. («+2)(r+l-/?)« 



y+4 — 

in der der rechts stehende Kettenbmch den nmgekehrten Werth annimmt, 
wenn dem zweiten Theilzähler das Minnszeichen vorgesetzt und jede zwei 
folgende Theilzähler mit einander vertauscht werden. 

Hiemach bestehen die beiden Kettenbmchentwickelnngen 

« «-1 



1 




1 j^l.l 




l.i 




X 


^1.3 




•^ 1.3 


2.2 




, 3.3 
* ~ 3.5 




X — 


3.5 




1 


2.2 






3.3 


X 


5.7 




X — 


5.7 




, 5.5 






X — 


4.4, 
7.9 

5.5 
* 9.11 


' 7.9 

1 4.4 
X- 9.11 

X* » 



« — 



deren erste zn den Kngelfimctionen in bekannter Bezdehnng steht nnd von 
doren zweiter daher ein Gleiches zn erwarten ist In der That findet 
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man, wenn die Zähler und Nenner der Nähemngswerthe des zweiten Ketten- 
braches dnreh Z« und N^ bezeichnet werden und n ungerade angenommen 
wird, die Relationen: 



2«+«.ii!« + 2! 



2n+3! ^ ^ ^ "^ 



2»+'.n!|i+2! 



Z, = -=^-g^— {ii + 2Ä-(«) + ii+lÄ-^^(»)). 



Berlin, September 1874. 
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Memoire sur les in^galitös söculaires des grands axes 

des orbites des planötes. 

(Par M. Emile Mathieu ä Nancy.) 



Jjes actions mutuelles des planstes fönt varier les ^l^mente de leur 
mouvement elliptiquc qni demeureraient constants, si elles n'^taient soumise.s 
qu'k l'action du Soleil. Les variations de ces ^l^ments se partagent en 
inegalitis periodiques et en inegalitSs seculaires. Ces demi^res, pendant 
plüsieors si^cles, peuveiit 6tre consid^r^es comme proportiounelles au temps 
et modifient peu k peu les figures des orbites et leurs positions dans Vespace. 
Mais, paimi ces in^galit^s s^culaires, celles dont la connaissaiice exacte 
Interesse le plus les astronomes, sont celles du grand axe; car les in- 
^galit^s du moyen mouvement de la plannte d^pendent de celles du grand 
axe d'aprös la troisi^me loi de Kepler, 

Laplace d^moutra d'abord que les grands axes ne sont soumis k 
aucune Variation s^culaire, si Von n^glige les termes du troisiöme ordre 
par rapport aux excentricit^s et aux inclinaisons suppös^cs tr^s-petites. 
Lagrange prouva ensuite que cette proposition a lieu, quelque loin que Ton 
pousse Tapproximation , et par cons^quent aussi pour des excentricit^s et 
des inclinaisons arbitraires. 

Toutefois les d6monstratious de Laplace et Lagrange supposent encore 
que Von n^glige les termes de la fonction perturbatrice multipli^s par les 
carr^s et les produits des masses. Poisson dans le Journal de fEcole Poly-- 
tecbnique (XV caliier) , a ensuite dömontre que le th^orfeme est egalement 
vrai, quand on a egard aux termes de la fonction perturbatrice du sccond 
ordre par rapport aux masses. 

La d^monstration de Poisson qui est longue et compliquiJe peut se 
simplifier beaueoup, cn faisant usage des formules de pcrturbation donn^es 
ensuite par Lagrange ou de celles que Poisson a lui - mßme donnces. presque 
aussitöt apr^s. Lagrange a repris cette d^monstration, en faisant usage de 
cette simplification (v. ses Oeuvres, t. VI, p. 735); mais son analyse ren- 
ferme une faute de calcul, indiqu^e par M. Serret, qui empeche que cette 
d^monstration soit achev^e. A premi^re vue, on pourrait croire que cette 
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proposition est d^montr^e dans la Mecanique analytique de Lagrange (t I^ 
section V, no. 23). Mais il faut remarquer que rillustre g^om^tre suppose 
dans cet article la fonetion perturbatrice la inline ponr tous les corps qn'il 
considfere; ce qui n'a pas lieu en astronomie oü Von Studie le mouvement 
relatif de toiites les planstes autour du Soleil. De plus le no. 23 s'appuie 
sur le no. 16 oü la forme de la fonetion perturbatrice n'est pas suffisamment 
definie pour que Von doive admettre, sans plus ample d^monstration , les 
cons^quences ^nonc^es k la fin de ce num^ro. 

Maintenant que Ton sait que les grands axes des orbites des planstes 
ne sont soumis k aucune Variation s^culaire, quand on n^glige les termes 
du troisi^me ordre par rapport aux masses perturbatrices, il reste k se de- 
mander si le th^or^me est encore vrai, lorsqu'on tient compte de tous les 
ordres suivants, et si par cons^quent les valeurs des grands axes oscilleront 
^temellement autour d'une valeur moyenne, en admettant que le Systeme 
plan^taire ne soit d^rang^ par aucune cause ext^rieure. 

Dans le Memoire qui suit, je ne suis pas parvenu k traiter enti^re- 
ment cette qucstion, mais aprfes avoir retrouv^ le r^sultat obtenu par 
Poisson, je vais plus loin et je d^montre que l'inverse du grand axe d'une 
plannte n'est sujet k aucune inegalite s^culaire, en ayant egard k tous les 
termes jusqu'au troisi^me ordre inclusiv ement. 

Comme le Soleil n'est pas fixe, mais attir^ par les planstes, la 
fonetion perturbatrice que Ton doit adopter pour le mouvement relatif des 
planetes autour du Soleil est diff^rente pour les diverses planstes. Pour 
simplifier mon analyse, je substitue aux planstes des corps fictifs de mani^re 
que la fonetion perturbatrice devienne la meme pour tous les corps; toutes 
les orbites sont alors modifiees, except^ celle que je me propose d'examiner, 
laquelle reste homoth^tique k eile -meme, le rapport de similitude ^tant un 
nombre constant et determinö. En procedant ainsi, j'expose aussi un moyen 
qui pourrait etre commode, pour calculer le grand axe de Torbite d'une 
plannte, quand on voudra avoir 6gard aux termes du second degr^ par 
rappoxl; aux masses perturbatrices. Je calcule aussi dans ce Memoire les 
termes constants et du deuxiime ordre de la fonetion perturbatrice; au moyen 
de ces termes, on peut donc non seulement reconnaltre que les grands axes 
ne sont soumis k aucune in^galit^ seculaire du deuxi^me ordre, mais on 
peut encore d^terminer facilement ces inegalit^s seculaires pour tous les* 
autres ^l^ments. 
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Sur la Substitution de corps fictifs aux corps planätaires. 
1. D^signons par .Ui la masse du Soleil et par f^2^ i^a, "4, ... 
Celles des planstes. D^signons par (-y,,y,,Zi) les coordonn^es rectangu- 
laires de ^1, par -Y,, ^2, Zi celles de .^2, etc. Pour simplifier, supposons 
d'abord qu'il n'y ait que trois planstes. La conservation du mouvement du 
centre de gravit^ donnera 

.UiZi+ihZi + u^Zi + Li^Z^ = 0. 
Changeons de variables, en posant 

Xi == aiXi + biX2+ CiXi^ ^1 = «1^1 + 61^2 + ^1^3? Zi = «1^1 + 61^2 + 0123, 
^2 = chXi+b2X2 + C2Xi^ Y2 = 02^1 + 62^2+^2^3? Zi = «221+6222 + 0^237 

^3 = «3^1+ 630:2 + C3a?3, Yy = «3^1+63^2+^3^3, Z3 = «321 + 6322+^323, 

X4 = aiXi + b^X2+c^x^j ^4 = «4^+64^1 + 04^3, Z4 = «421 + 6422+0423, 

^19 Vu ^17 ^9 y^i ^2? ^3? ^3? ^3 ^^^^t de nouvelles variables et les quan- 
tit^ d^sign^es par les lettres a^ b, c ^t^nt des constantes qui satisfont aux 
trois ^quations 

f Wiai+.W2«2+/^«303+.^4«4 = 0, 

(2.) </^i 61 + ^2 62+^1363+^4 64 = 0, 

UiCi + U2C2 + U^C3 + !LiiC^ = 0, 

afin que les formules (1.) soieut satisfaites. 
On a pour la demi-force vive 

T = i4(#)V(^y+(i)>i..[(f )V(ffi)'+(f')>..., 

et pour que les doubles produits des deriv^es de ari , 0^2 , ... disparaissent 
dans T, apr^s la Substitution des nouvelles variables aux anciennes, posons 

!«^l«l6i + /^2«2 62 + /'3«3 63 + /^4«464 = 0, 
,^l6iOi+/i2 62 02+//3 63 03 + /^64 04 = 0, 
.WlOi«i+/l2 0,a2+W3C3a3+C/4 04«4 = 0. 

Si nous faisons de plus 

.Uia^+^2«2 + /^3«]+w4a4 = Wi, 
(4.) (iWi61+/i262+//36J+iU^6J = «12, 

f^iCl+fi2C]+fhc]+fJ^cl = fll3, 

13 • 
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TiOVLH anrons 



+»-.[(^)'+(ty+(^)']. 

Regardons (x,, jf,,js,), (x^^y^^^i)? (^3,^3, «3) comme les coordonneeä reetma- 
gnlaires de troi« points dont les masses sont Mi, «h? ^; alors Tsera auaai la 
demi-force vive pour ce8 nouvelles masseö. Si on d^gigne par U la fonetiOB 
de forces du systöme plan^taire^ T^quation 

oü h e8t nne congtante, gera F^quation de la foree vive de ee gystöme. 
I^ fonction U trangform^e dang leg nonvelleg variableg gera la fonction de 
forceg du Hygtime deg maggeg fietiveg, et F^quation pr^c^dente gera aaan 
r^qnation de la force vive pour ce nouveau gygtöme. 

2. La trangformation pr^c^dente a ^t^ donn^e par Jacobi (ee 
Journal, t XXVI, p. 115); maig je me propoge de Ini donner un nonvel 
int^rOt, cn <*JioiHiggant leg valeurg de touteg leg congtanteg a, b, e. «Ten 
digpoMcrai de iiiani^re quc leg maggeg fietiveg Mi, m^^ M3 dififörent trte-peii 
regpcctivenient de relleg den plan^teg 11,, ^3, /I4 et qne leg orbiteg deg corpa 
fi<;tifM autour de Torigine diiförent tr^g-peu deg orbiteg relativeg des planstes 
HUtour du Holeil. Knfin je digpogerai eneore deg coefficientg pour qne 
Torhite {\i\ In plancNte fh autour dn Soleil goit gemblable ä Forbite de »,. 

\a\ niouvcinent relatif de ^2 autour de u, egt tbumi par leg ^oationa 

x,-Xt "- rö,-öj)x,+r*2~*i)x,-f (C2— Ci;X3, 

K,-y, --= (ö,-öi)y, + (62-*i)y2+(e2-c,)y3T 
Z,-Z, =^ (ai-a,)«, + (62 — fti)«i + (c2-c,}«3. 

Pour que Forbite de //, autour de /i, goit homotb^tique k Forbite de », 
HUtour de Forigine, il faut faire 

hj — hl , Ci^ c^ ; 

riMuit<-^ pour qiU! toutCH Ich orbiteg de nij, m^, m^ diff^rent tr^g-peo deg orbitea 
iUiH piafi^!teM /^, ,ii|, 1/4 ttutour du Soleil, on devra gnppoger 0^7 Ihj c^ trta- 
jMMi dlff^rcfiti* iU'^ VmW et Ich autreg <5oefi[icientg tr^g-petitg. 

H\ on nuppim* d'abord que Fon n'ait que troig eorpg fi^j .u,, in^^ on 
h*ii p\nn quc n\x iM»efHr.iont», leg dquationg (2.) et (3.) ge r^oigent k troia 



I 
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^qnations senlement et on satisfait ä toutes les conditdons voulnes en posant 

«1 = -^-, a. = 1, «3 = 0; 

Dans le cas de quatre corps, adoptons encore les valeurs qui pr^- 
c^dent; il en r^sultera 

04 = 0, 64 = 0; 

il reste k d^terminer c,, Ca, C3, c^ entre lesquels on doit avoir C2 = C|. Or 
il r^sulte des equations (2.) et [S.) 

Ci = Ci=^Ci, fu r, = — {u^+ u^+ .1/3) c, , 
et on satisfait ä ces equations, en faisant 

c. = c, = 03 = -£>-, c. = U^-^tfl^. 

Snpposons ensnite que Ton ait un corps de plus. On posera 

Xi = ö|iPi + 6iiC2 + Ciaj3+Cja:4, 

Xn = a2Xi'{'biX2'\'C2X^-\- 62X4^ 

X:i = 030:1 + 630:2 + 03X3+630:4, 

-X4 = 040^1 + 640:2 + 640:3 + C4 0:4 , 

et les huit Equations qiii se d^duisent de celles-ci, en changeant les lettres 
Xy X en y, Y et z, Z. Les Equations (2.) seront remplac^es par quatre 
Equations et les Equations (3.) par six autres; je me dispense de les ^crire. 
Adoptons les valeurs trouv^es ci-dessus 

a, = -JJ^, 02=1, «3 = 0, »4 = 0, 
6. = 6, = -^-i, ^,= 1+J, 64 = 0, 

et il en r^Hultera 

05 = 0, 65 = 0, C5 = 0, fi — e, = c, = C4, 

(,«i+/<2+.«3+,«4)ei+,"5C5 = 0; 
on ponrra donc faire 

e, - e, - e, - c^ - ^ , fj _ i + ^^ 
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On voit maintenant comment ces formales s'appliqaent k an aombre 
qaelconqae de eorps et d'apres les formales (4.) on aora poar les masses 
fictive» 

qai di£f<&rent tr^s-pea de /i^, |Ci3, ..., paisque lea masses des planstes sont 
tr^s-petites par rapport an soleil .Uj. 

Ce qai pr^e^de est tr^s-appropri^ an ealcal des pertarbationa de la 
plannte ii^. En effet pour Stadler son orbite, il suffira de calcnler l'orbite 
homoth^tiqae du corps «ii, et lorsqa'on voudra avoir egard k une plannte 
perturbatrice que Ton avait d'abord n^glig^e, il s'introdaira ane nouvelle 
masse fictive, mais les pr^c^dentes ne seront pas chang^es. 

3. On a pour la fonction de forces dans le mouvement des planstes 

Q\a Qiß Qt,\ 

+ ";; »"":; — I — 

on d^signant g^n^ralement par Q^ß la distance des deux corps /la, t^ßy et 
cotte expression est aussi la fonction de forces dans le mouvement des corps 
fictifs. On a 

et par le changement de variables 

+ 2 (a„~ a^) (c«- c^) (a?i 0:3 + y 1 ^3 + Äi A3 ) 

+ 2(6^-6^) (c«-C;j)(a?2a:3 + y2y3 + «2«i) + ••• 

Si on d^igne par ri , r^^ ... les distances de nii , ntj , . . . ä Forigine et en 
g^n^ral par g^^ß Tangle de r^ avec r^, cette formale pourra s'6crire 

ifl^ß = {aa-aßfr\ + {K^bßfr\ + -^ 

+ 2 (a«- Oß) (6«- bß) r, fj cos g^^^ + 2 (««- aß) (c^- Cß) r, r, cosgr, 3 + . . . 
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On aura en particulier 



Pi,2 = (01-Ö2) ri = (1+ ■^)ri, 



et de plus p,2, pj,3, 91,4, ..., comme on le voit ais^ment, ne diffferent de 

^1 , Tj , r3 , ... que de quantit^s de Vordre de — , — , On peut donc 

poser 

S2 ^tant du second degr^ par rapport aux masses ^2, .^3, ... qui sont tr^s- 
petites par rapport ä //j ; si donc on imagine un mouvement r^sultant de la 

premi^re partie de l/, alors — , — , . . . repr^senteront la fonction pertur- 

batrice de ce mouvement pour les corps m,, iwj, ... 

4 A r^gard de la fonction perturbatrice — relative au corps »ii, 

je dois faire une r^flexion importante, c'est que le diviseur m,, ou le divi- 

seur ,112 puisque Von a nii = ,^2(1+—}, disparait dans les trois composantes 

r'i 

de la force perturbatrice qui sollicite m^ 

i dSi i dSi i dSi 





\^U.J 


w, dx, ' w, dy, 


' m, dz^ 




En effet on a 












dU 


^,A«2 dQui firfi. 


dei2 i^. ^4 


deh* 




Ida?, 


Qia dx^ p?,3 


dx, qU 


dx^ 


(7.) 




i^li^s dQ2,i fi.fi, 

^2.3 dx^ e?,4 

■^^ ■ — • * • 


d()2,4 

— • . • 

da?, 





(>3,4 dx^ 

Or, en diff^rentiant par rapport ä x^ la formule (5.), on a 



et par suite J°'^ renferme en facteur a^—aß. On a d'ailleurs 

öi-a2 = -(l+^), öi-a3 = ai — 04 = — = — ^; 
donc tous les termes de la premi^re ligne du second membre de la formule 
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(7.) renferment /ij en facteur. On a ensuitc 

02—03 = 1, «2 — «4 = 1, . . . 

et les termes de la seconde ligne renferment aussi le facteur fju^. Enfin 
les autres termes sont nuls; car si a et /? sont plns grands que 2, on a 

»a-ö/? = 0; 

-j— renferme donc fi2 en facteur et comme on a 

dSl _ dU X, 

il en est de meme de cette demi^re quantit^; on en peut dire autant de 
-T — , -^ — • Les expressions (6.) ne renferment donc pas a-x en diviseur; 

quant au diviseur 1+— provenant de iWi, il est sans inconv^nient et on 
peut d'ailleurs remplacer, si on veut, son inverse par son d^veloppement 
suivant les puissances de ^• 

r'x 

D^signons par b^ c, . . . les ^l^ments de Torbite m^ ; nous aurons k 

.,, i dSi i dSi . ,. . r ^ 

considerer ^, ^- , . . .; je dis que ces expressions ne renferment 

pas non plus ih en diviseur. En effet on a 

dSi _ dSl dx, dSi dy, . dSi rfg, 
db "" dx, db "^ dy, db "^" di, db 

dSl dx^ dSl dy^ dSl dz^ 
"^d^ ~db"^~d^ ^i^'^'dz^ ~dT 

+ 

La premifere ligne renferme .Uj en facteur d'apr^s ce que je viens 
de d^montrer; ensuite X2j y^i ^2 ne d^pendent pas de l'dl^ment b du corps 
f»! si on n'a pas ^gard k la perturbation du corps m^ sur m^] donc 0^2, y2, 
J52 ne renferment b que dans des termes multipli^s par m^ ; donc la seconde 
ligne qui donne des termes du troisi^me ordre renferme m^ en facteur; il 

en est de m£me des lignes suivantes ; donc enfin -^ renferme le facteur. ^ 

On verra aussi facilement que les trois composantes de la force per- 
turbatrice pour le corps m^ 

m, rfx, ' iiij dy^ ' m, rfs. 
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ne renfennent pas ^^3 en diviseur et qu'il en est de mSme pour les expressions 
— -TT- , — -j— , • • • , cn d^signant par 61 , c^ ^. . . les 616ment8 de Torbite 
de ifia. Et le m^me raisoimement peut s'^tendre k toas les corps fictifs. 

Sur la Variation du grand axe d'une orbite planätaire. 
5. D'aprfes ce que nous avqns vu, Torbite de la plannte /j^ autoor 
da Soleil est bomotb^tique k l'orbite de m^ et le rapport de similitude est 

1+ — • n süit de Ik qu'au lieu d'examiner la Variation du grand axe de 

la premifere orbite, on pourra s'oecuper de celle de la seconde orbite. 

D^signons par r la constante qni s'ajonte an temps t dans les for- 
mnles du mouvement elliptique du corps iwi, quand on prend pour fonction 

de forces le premier terme ^^^ de U et par cons^quent ^^^i^.-^ pour force 
acc^l^ratrice; puis posons 

2a ^tant le grand axe de l'orbite de ittj ; la diff^rentielle dh est donn^e par 
la formule connue 

(a.) rfA = — ^dt. 

Dans la premi^re approximation, on n'a pas ^gard k la variabilit^ des ^1^- 
ments qui entrent dans i2^ lorsqu'on remplace les coordonn^s (0^1 , jfi , iSi), 
(^9 y? 9 ^2)9 • • - d^^ points fi»!, 1112, ... par leurs valeurs tir^es du mouvement 
elliptique. Tous les termes de £1 sont ou constants ou de la forme 

(cf.) ^cos(JV<+p)*), 

en faisant 

[ AT = ifi + fi^iH — , 



|.=/üÄ„-,, ,. = /ü^„:., ... 



K^ii • • * d^signant des nombres entiers et Oy Oi, ... les demi-axes des or- 
bites de ifti , m, ? • • • ; de plus , la constante t n'entre dans ce terme que 
parce qu'il est ajout^ k t dans la partie int de l'argument. Pour calculer 
rin^galit^ s^culaire de A^ on r^duira i2 k sa partie constante et, comme r 

*) La foDctioD perturbatrice que j'emploie n'est pas enti&rement identique k celle 
qoe ron a Tbabitude de considörer; mais il est aisö de voir que la forme indiquöe 
ponr les termes de cette fonction n'en subsiste pas moins.^ 

Jonnua för Mathematik Bd. LXXX. Heft 2. 14 
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ii'y entre pas, dh se reduira ä z^ro; on voit donc d^jä qne h n'est süjet 
k aucune Variation s^culaire, qnand on neglige le» termes de i2 qai sont 
du second degi*^ par rapport aux masses. 

6. Fassons ä la seconde approximation. Si Ton prend dans la 
fonction S2 tous les ^l^ments constants, il est ais^ de voir qa'elle se com- 
pose non senlement de termes du premier ordre, mais anssi de termes 
d'ordres sup^rieurs. N^nmoins, pour notre commodit^, nons rangerons tous 
les termes d^nits ainsi de S2 parmi ceux du premier ordi*e; ce qni n'a ^yi- 
demment auenn inconv^nient. On peut mSme remaiquer qne, si Ton n'avait 
pas ^gard aux termes d'ordre snp^rieur au premier dans ce qui pr^c^e, 
la quantit6 N de l'expression (a.) ne renfermerait ^ne deux termes, tooB 
les nombres entiers i^ ii, ... (^tant nuls, ä l'exception de deux. On peut 
choisir les six ^l^ments du mouvement elliptique b, c, f, g, h, r dont h et 
T fönt partie de mani^re qu'ils satisfassent aux six ^quations canoniqnes 



(b.) 



db 1 


du 


de 1 


dSi 


dt m, 


de ' 


dt ~ m, 


db ' 


df 1 


dSi 


dg _ i 


du 


dt ~ m, 


dg' 


dt m^ 


df 


dh 1 


dÜ 


dT 1 


dSi 


dt ~ m. 


dT ' 


dt ~ IB. 


dh ' 



dont la cinqui6me n'est autre que T^quation (a.). Les quantites b, c, f, g peuvent 
€tre prises d'une infinit^ de mani^res ; en particulier, on pourra poser, en d^- 
signant par p le demi-param^tre et / Tinclinaison de l'orbite sur un plan fixe 

et prendre pour c la distance du perihelie au hoeud ascendant, pour f la 
longitude du noeud et pour ~r le temps du passage de la plannte nii au 
p^rih^lie (V. le traue de Dynamique de Jacobi, p. 457). 

Formons les ^quations analogues relatives au corps m?, en marquant 
pour ce Corps de Vindice 1 les lettres employ^es pour les Clements de m^ 
et nors anrons 



(c.) 



db, 1 


dSl 


de, i 


dSl 










dt iw, 


de, ' 


dt m^ 


db, ' 


df, _ 1 


dSl 


dg, _ 1 


dSi 


dt ' m. 


dgr 


dt 1», 


df,' 


dh, 1* 


dS2 


dT, i 


dSl 








. — .^ — 


dt m. 


dT. 


dt m. 


dh. ' 
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et, d'apr^s ce qni a ^t^ vu (No. 4), les diviseurs itti, m^ des seconds 
membreä des formales (b.), (c.) ne sont qn'apparents. Od a des formales 
aemblables poar les corps tfh, m«, ... 

Dans la secoude approximation de la valear de h foamie par la 
formale (a.), on doit avoir ^gard k la Variation des ^l^ments qai entrent 
dians S2 et eomme ces variations sont ti*6s-petites, on peat sapposer ees ^1^- 
ments d^compos^s en nne partie constante et en ane partie variable tr^s- 
petite qne noas indiqaerons par la caract^ristiqae J; ainsi, par exemple, 
la partie constante de b sera aassi d^sign^e par la lettre b sans crainte de 
confasion et sa partie variable sera d^sign^e par Jb. 

D^veloppons S2 snivant les pnissances de Jb, Je, ... et d^ignons 
par V ce qne devient £2 qaand on j substitae les parties constantes des 
^^ments; noos anrons d'apr^s la s^rie de Taylor 

£2 = V+JV+\J'V+'" 
en faisant 

Poar tenir compte des termes de — qai sont du deaxi^me ordre par räpport 

aax masses, je calculerai — JV et poar calcaler cette qaantit^, il safißra 

de remplacer dans son expression Jb, Jcy ..., Jbi^ Jci^ ... par lears va- 
lears tir^es des* ^qaationu (b.), (c), ..., en sapposant dans les seconds 
membres les ^l^ments constants et / seal variable ; de sorte qae Jb, Je, . . • 
seront donn^s par des qaadratares d'apr^s les formales 

Jbx = /— i — dt, . . . 

Ainsi on aara 

14 • 
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jy = X if/4t*_ J_ -/-, 



dir 



■ 4k/ 4c 

i. I dv fdr ^ I dr rdr ^ 

7. La fonction r pec se ierelf^ppcr cn me sme de la forme 

e.. r = V.^Pna. Si^q -I^ot .Vf-f , 4^ -. 

Fl aus la panie c«>astaBe «t A\. .V. . . . qu oat la {arme ;^1} (Xo. d) 
etant de« nombres d«jni la valemr ahsolae esi diff^reflie: car ä deox de eea 
nombres esaieu egaox. ob povmii rovjou« resBir lea tttme« cttreqioii- 
dants en an seoL E&süe r n'es* pa^ renferme dans \\ et fl n'est contean 
dand le« terme» ptrriodiqee» qae ^>a$ le dgne jäwr, et dans la parde 
taJI-rr'. t^a f-rr . . . . de TarsiuDeiic. •« T. ... etaat des nombres entiers. 
Anx termes Pün^t-r q . F^ Xi-rq^ de T eorrespondent dans 

— »-• -j— ie?!' termes 
ii6 sc 

^sm -Vl-rf ^l-^c« V#-5-f:. 
et il en resahera dan^ la premi^ ligne de JV^ ce qiii sah: 
J [ ;Jf ..iuv A 1^ f ^ !> 2 ^^ -^ ''« 1^[" ^^^ Vl^f ^r^ainCA-l+f)] 

Si ,Y C5!^t tUÄt^nn« de \. il e$t e^idem. sans faire le caleol, qne si on 
t'ffoorue le$ umlriplioAnon« et qu on rt^mplace le$ prodnits^ de sinns et eosinns 
^^ir \K^ *iMumo* de ^sdims on oivsiuu*. il nen resnltera aneon terme con- 
H$»iu. \ * ^H^it t^Ux^ ^wpjHvse e^ ^ X mai;g^ comme tons les eoeffieienls iV, 
A\ ,.• som ^upjH^tHäi ditX^'rents da«^ la fonuule >.\ on ne derra fidre 
V \ dnus la tormule prtHHHlenie . qu antaii: que Ion fera anssi P* = /*, 
y* — y. Alor^ lo* ^Miue^s^ qui dottner\»«i une panie consante sont 
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et ü en r^Bulte la partie constante 

.^ ^ P ( dP dg dP dq \ 

^^•^ m^N^db de de db J' 

Pour former les d^riv^es de q, on fera abstraction* de 8a partie 

qni est ind^pendante de 6 et c; donc la partie constante de la premiöre 
ligne de ^K est ind^pendante de r. 

On pent faire le mSme raisonnement snr la denxi^me ligne de JV; 
les termes foumis par la troisi^me ligne se pr6teront anssi k ce raisonne- 
ment, sauf tontefois cenx qoi proviendraient de la diff^rentiation de la partie 
•»(I+t), f'ii(/+T), ... de Targument; car n, «,, ... d^pendent de a, ai, . . . 
et par snite de h, Ai , ... 

Calcnlons donc les termes de l'expression 

. , 1 dV fdV ,^ i dV rdV .^ 

^^•^ "is: -dhJi^^^'^-^, "dry-d*-*^ 

An. 

qni ont le focteur -jr-- On a, d'apr^s (e.), 



dV 
dt 



= n[Pieo6{Nt+q)+Fi'co6(N't+q)-\-"'], 



f^dl = „[-^8in(iV/+9)+^8m(iV/+9') + -], 
et en n'^crivant qne les termes qni renfennent le factenr -^, on a 

+^[~J^'^o^'^^^+9)+^^o»iN'Hq')+-]. 
Od pent donc poser, pour abr^ger, 

dV dn ,, . . . fdV ., _ 

dV . fdY .. </«....„ dn 



dt 



'^' y^*=^('+'.^«+lc. 
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et en substituant dans TexpreBsion (g.)? on a senlement 

m^ dh ' 

donc tous les termes qui renfermeiit le facteur t+r ne d^truisent, et si on 
ge reporte aux valeurs de A et C, on voit que Texpression reuferme ceite 
partie constante 

... n dn /n'FW' \ 

Les lignes »aivantes de ^ F sont eomposees par rapport ä 61 , C| , . . . ou par 

rapport k 62, C2, .... etc. coinme les trois premi^res le sont par rapport k 

6^ c^ ... et donnent des r^snltats semblables. 

V reuferme la partie constante Fi; en la substituant dans la pre- 

mi^re ligne de ^F^ on a 

dV, dV, dV, dV, 

db de de db' ^' 

quautit^ nulle. MSme cbose pour les lignes suivantes. 

Enfin il reste encore k examiner le cas oü on prend la partie con* 
staute dans une d^riv^e et un terme p^riodique dans la ddriv^e conjuga^. 
On obtiendra alors pour la premi^re ligne de ^^F outre des termes entitee- 
ment pdriodiques Fexpression 

qui reuferme un sinus et un cosinus multipli^ par t. 

8. Donc enfin Fexpression de — JV, qui repr^sente la partie du 

deuxi^me ordre par rapport aux masses de la fonction perturbatrice , ren- 
ferme 1". des termes p^riodiques, 2". des termes de la forme 

^/sin(iV/+^), ^/cos(iV/ + ^), 
oil N est diflKrent de z^ro ; r n'entre dans tous ces termes que dans Fargu- 
ment et ajoutd k / dans nt; 3^ cette expression reuferme encore une partie 
conststnte ind^pendante de t, qui, d'apr^s (f.), (h.), a pour valeur 

P fdP dq__dP_ dq\ P / dF dtj dP dq'\ 
m]N^M de de db^'^ m]N'\db de de db J'^*" 

P / dP dg dP dq \ P fdP d(f dP dif\ 
'^m]N\df dg dg df J'^ m]N'\ df~ dg dg df J'^'" 

, P dP . , P dP ., ^ 

m\N dh m\W dh 

n dn //»••• . P^r 



2m! dk 
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^1 ne marquant que ce qui proyient des trois premi^res lignes de JV^ 
poisque les termeB restants s'en d^duisent imm^diatement Cette partie con- 
stante servira ä d^terminer les in^galit^s s^cnlaires des ^l^ments, du second 
ordre par rapport aux masses. 

La formule (a.) peut s'^crire 

M__J_ dSi ^ JL *ß 

dt "" fn^ d(T + JT) "~ iWj dr ' 

T ^nt une constante, tandis que, dans la formale (a.), t repr^sente cette 
constante angment^e de Jr, et si on remplace S2 par V+JVy on aura 

dh i /dV , dJV 



dh _ i /dV a^y\. 
dt ~ m, Vdr "^ dT /» 



d'apr^s ce que nous venons de voir, -^ et -^ no renferment pas de 

parties coustantes; donc Texpresslou de h, qui se d^duit de cette formule 
par une quadrature par rapport ä t, ne renferme pas de termes de la forme 

kty k ^tant une constante; donc h ou — nest sujet ä aucune Variation si-- 



'., mime quand on tient campte des termes du second degre par rapport 
amx masses perturbatrices. 

Si ou veut avoir la formule mSme qui donne le grand axe 2a, on 
d^uira de V^quation (a.) 

da _ 2a' / dV dJV\ 
^' "" H'if^t Wt + dt /5 

dans le second membre a doit 6tre regard^ comme variable, il: faqt donc 
le remplacer par a+Ja oü a sera constant, et en n^gligeant le terme du 
troisiöme ordre, on a 

m J^ -^ 2o' fdV ,dJV\ 4a Ja dV 
^^'^ dt "" fi.fi^ V dr + dT /+ fi^fi/ dr ' 

La premi^re partie de cette expression a ^t^ examinöe et la seconde est 
^ale ä 

4aJa j^iM't^ dJa _ J d{Jay 
A*i7*t ~2a^~ "^r ~ T' dt *' 

OÜ Ton riJduit z/a k sa partie du premier ordre. Or cette partie ne ren- 
ferme que des termes p^riodiques; en en formant le carr^, on obtiendra par 
les carr^s des cosinus des parties constantes, mais elles disparattront dans 
la diff^rentiation par rapport ä /; donc la seconde partie de l'expressioti (1.) 
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ne donnera dans la valeor du demi-grand axe que des termes p^riodiques. 
La formnle (1.) montre donc aussi que le grand axe nest sujet ä aucume 
Variation sicukUre. 

Formules du mouvemeot elliptique et loog^eur moyenne de Vanuöe sidirale. 
9. L'expression de la longitude r du corps nti est donn^e par la 
formule connue relative au luouvement elliptique 

S = (2c— J)8in«(<+^)+(ie'-f|e*)8in2ii(<+T) + - ; 

nt+e repr^sente la longitude moyenne de nti, — r le temps de son passagfc 
au p^rih^lie et e Texcentricit^. Toutes les quantitös a^ n, e, r, e qui 
entrent dans v sont suppos^es variables en vertu des formules de pertnr- 
bation (b.) du No. 6. 

Afin de mieux pröciser les quautit^s qui entrent dans la question, 
repr^sentons-nous le grand cercle AN trac^ sur la sph^re Celeste par le 
plan fixe auquel le Systeme plan^taire est rappoit^; soient A le point fixe 
de ce grand cercle ä partir duquel les longitudes sont compt^es, N le nceud 
ascendant de Vorbite de fn^. Repr^sentons nous aussi le grand cercle NP 
tracö par le plan de Forbitef soient P le point oü le rayon vecteur men^ 
au p^rihdlie rencontre ce grand cercle et D le point de ce cercle tel qu'on 
ait AN+ND = €. JjSl valeur de r repr^sente AN+Ntn^ Nmi d^signant la 
distance angulaire du point N au corps tni. 

J'ai d^sign^ pr^cödemment (No. 6) par c la distance iVP du p^rih^lie 
au noeud ascendant et par f la longitude yl^ de ce noeud. D^signons par 
m leur somme, nous aurons 

© = c+A 

et Tarc DP=^€ — (ö, L'anomalie moyenne a ces deux expressions 

Je dis que O) ne renferme aucun terms de la forme kf. 
En effet si on diff<6rentie Texpression de cD, on a 

da de ^ df i / dSi . dSi 



dc_ _df _ i / dSi dSi\ 
* "^ rf/ ~ m, V db'^ dg y 



= -^ + 



dt 

On a i2 = V+ JV slvl degri d'approximation auquel nous nous tenons, et V, 
JV renferment une partie constante f\, K que Hon conservera seulement 
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dans Texpresdion pr^cedente pour avoir l'in^galite seculaire de a>; oii aura 
ainsi pour cette in^galite seculaire 

m, V db ^ dg r^ m, \ db ^ dg r' 

jy contient aussi outre des termes p^riodiques des termes de la forme 
ürtsin; donc ö) reuterme de meme des termes de cette forme et du second 
ordre, mais il iie rcnfermc aucuu temie de la forme kf^ &/^sin. 

10. En secoud lieu je dis qiie c ne renferme aucun terme de la 
forme kt^. 

r se compose de nt-\^t et de la serie 5 et ou a 

ID ne renferme aucun terme de la forme kf, comme nous venons de voir; 
examinous ensuite les deux autres parties du second membre. 

Nous avons vu que ^ ne reufenne que des termes p^riodiques ou 

des termes du second ordre compos^s d'un sinus ou cosinus multipli^ par 
l; or on a 

ytc.os{Nt+p)dl = ^-<sin(W<+p)+^cos(iV<+p); 

par suite h ou est de cette forme 

1 1 

a a ^ 

en d^signant par a une constante et posant 

J = A,m\{Nt+p) + A^ün{^U^-q)+BJmi{t/^l + q)^'^', 

öü Ai est du premier ordre par rapport aux masses, A2 , J?2 du second ordre : 
J renferme un nombre infini de termes; mais en se bomant au deuxi^me 
ordre, ils sont de trois forme» seulement et nous n'avons ^crit qu'un terme 
de chaque forme. On a 



i^:!!^ «"■ ^ /~i7^^"*(i+iaj+ jav^). 



en n^gligeant le troisi^me ordre. J' renferme A\m^{Nt-\'p) et par suite la 
partie constante -x-- Si donc on fait 
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JSA] indiquant la somme de tous les carr^s des coefificients semblables & 
^,, on aura 

(d.) n = w„+^iC08(iV<+p)+-' + Ä2COs(Ä/+*) + C2<co8(Ä'<+Ä') + -- 

Ai ^tant du premier ordre par rapport aux masses, 82^ Cj du second ordre. 
Donc nt ne renferme aucun terme de la forme kf. 
On a 

m^J dh ' 

or, 011 peut ecrire, eii ne marquant qu'un teime de chaque esp^ce, 

— i2 = F, + P,8m(iV< + ^) + ... + P2<8in(iV/+r)+L28in(iV<+r') + --- 

les indices 1, 2 d^signant Vordre des coefficients. Donc en d^signant par 
T une constante, et en n'^crivant que les termes du premier et du second 
ordre qui renferraent t en facteur, on aura 

T = T-^/-P,,-^y(< + T)co8(iV/+/i)rf<+... 



ou 



T = T^^<-/>,i-^/l (<+x)sin(iV/+,,) 



-Pol 



,t dn i . . , s . /mr. , X cko *f dn \ 



dh 



-^-^7 + T)8in(iVf+r)-2P2f'-2J- jy-i«co8(A^<+r) 



et dans le second membre il faut regarder t comme constant. Pour former 
uTj il faudra multiplier la si^rie pr^c^dente par la s^rie (d.); or il est ais^ 
de voir qu'on n'obtiendra ainsi aucun terme de la forme kf du premier oa 
du second ordre. 

Donc enfin nt+f ne renferme pas non plus de termes de la forme 
kf^ si on neglige les termes du troisifeme ordre. 

Comme on a (No. 6) 

et par suite 

e^ = l«.J!?!^.l' 
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on voit aiB^ment que e renferme im terme du aecoud ordre de la forme 
kf; inais si on remplace e par son d^veloppement dans la s^rie S et qu'on 
y remplace aussi sous le signe sinus Tarc n{t+r) par sa valeur, mais sans 
d^velopper les sinus, il est Evident que la s^rie S ne renfermera aucun 
terme de la forme ft/^ 

D'aprfes cela on peut poser 

t? = Mt+L + G, 

M, L ^tant des nombres constants et G se composant de termes purement 
p^riodiques, de termes en /r/sin du premier et du second ordre et de termes 
en kf^in du second ordre. Or les termes &<sinf7, ki^ünU peuvent 6tre 
consid^r^s comme provenaut de termes de la forme 

li 4taat une quantite du premier ordre et 4? r2 des quantit^ du second 
ordre; ainsi on peut regarder G comme n'^tant compos^ que de termes 
päiodiques. Donc la r^volution sid^rale de la plannte ayant lieu dans le 
temps que r s'accrott de 2/1, on aura, en n^gligeant les termes p^riodiques, 

-jjp pour la valeur moyenne de cette r^volution sid^rale; eile est par con- 

g^uent constante. En supposant que cette plannte soit la Terre, on voit 
que la dur^e moyenne de Taun^e sid^rale est invariable, lors mgme qu'on 
a ^gard aux termes du second ordre par rapport aux masses perturbatrices. 

Formation des termes du troisiäme ordre de la fonction perturbatrice. 
11. On a (No. 6) 

fli Ton s'arrgte aux termes du troisi^me ordre par rapport aux masses per- 
turbatrices ; nous avons donc k calculer la partie du troisi^me ordre de 

1 1 
/fiV et de plus cette meme partie dans — -:/ F,- car pr^c^emment nous 

n'ayoiiB calcul6 de — JV que ce qui appartient au deuxi^me ordre. 
Nous avons 



16 



» 



116 E. Mathieu, inegaliUs seculaires des grands axet. 

et, en ne prenaitt de Jb, Jc^ . . . que leurs parties du premier ordre 



2ml db 



i d'F rdV ..rdV 



m, Wj dodf^J de J dg^ ^ 

oü les diviseurs m], m^nhi ... ne soiit qu'apparents. 
Oll a ensuite 

et si on vent avoir egard au troisi^me ordre, il faut faire 

m^J de m,*/ de ^ 

et de m6me pour ^c, ... Noiis pouvons laisser de cot^ les termes da 
troisi^me ordre de ^F qui ont ^t^ d^jä calcul^s, et en d^signant par >f 
ceux des termes de ^F qui sont du quatri^me ordre, nous aurons 



dv rdjv ., dv rd IV .,\ 

TbJ drr'^^—dc/Hb '^0 



Wj V df,/ dg dgJ df / 

i /dv rdjv ,, dv fdjv ,A 
+l^^db;J'd^ "^^"d^J-dhr^^ 

oü il faudra remplacer JY par la valeur (d.j, (No. 6^ 

12. Examen de A. — Commen9on8 par rexamen de A qui est plus 

facile que celui de |^/"F. Nous avons vu que les termes de ^V sont des 

formes suivantes 

*cos(L/+5), Ä, ktco^{Lt+s\ 

k 6tant une constante, et t n'entrant que dans l'argument et par nr qui 
est ajout^ an/. 

1. Si on remplace /iV par &co8(L/+«) dans A, on sera conduit 
k une discussion enti^rement semblable k celle du No. 7, et on trouvera 
qu'il n'en peut r^sulter que des termes p^riodiques ou des termes eonstanta. 

2. Si on remplace ^V par k dans A^ en remarquant que la con- 
stante & est ind^pendante de t, t, , . . . , on n'aura que des termes de la forme 
kt ou ft/sin ou des termes constants. 
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3. Enfin si on prend ^/F = &<co8 (!/+«), on voit imm^diatement 
qne Von n'aura que des termeg des fonnes pr^c^dentes, en substituant dans 
les premi^re, 2®, 4®, 5®, ... lignes de ^; mais il faut examiner si certains 
termes fomiiis par la 3® ligiie ne renfermeraient pas t + r en facteur. 

Prenons dans V Je terme 

(n.) Pm\iNt + q), 
et faisons 

j, J 1 7 • • • ^tant des uombres entiers. Nous aurons 

, ' = —kjnt&in{Lt+8)y 

f^dt = -M!L(icos(L/+5:-- j-8in(L/+5)); 
nous aurons ensuite 



dh ^ dh 

en n'^crivant que Je terme qui renferme le facteur t+r; puis en integrant, 
nous obtenons 

J-dr'^ = -''J-dh] , _, 2 ,, 

1 + -rT" t sm {Lt + s) + -jy cos (L/ + s). 

Diffi^rentiant le terme (n.), faisons 

-^ = Pinco^(Nt + q), ^ = Pi-^(<+r)cos(iV/+9), 

en n'^crivant dans la demi^re quantit^ que le terme qui renferme le facteur 
t + T. et si nous substituons dans 

dV rdJV .. dV rdAY 
dh 

nous trouvons 

PÄy»-^cos(A'/+9)[-^/sin(L<+«} + -^cos(I/ + 5j^ 

et tous les termes ayant pour facteur /+t se sont d^truits. 

Si au lieu de prendre dans Y le terme (n.), on avait pris la partie 
constante f^, on n'aurait form^ aucun terme ayant pour facteur f+r. 

Ainsi A ne renferme aucun terme qui poss^de le facteur Tf t; on 



' {däV ,, dV rdAY ., 

-J-dr^^^'^-dTj-dir^^^ 
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voit de mßme qull ne reiifcrnie aucun tenne ayaut pour facteur Z+t», 

En r^sum^, A ne renferme que des termes de ces quatre formen 

kmi{Nt+p), *, kt^ixi(Nt+p), kt, 

k ^tant une constante d^pendante des ^l^ments b, c, . . . h^ 61, c,, ... h^, . . ., 
maiö n^cessairement ind^pendante de t, r i , ... 

13. Examen des termes du troisieme ordre de ^ — ^V. — Rappe- 
lons-nous que V peut se mettre sous cette forme (No. 7) 

N, iV, ... 6tant tous des noinbres diflß^rents. 

Nous feroiis uue distinction essentielle entre les termes de ^J^V qui 
renferment le facteur t ou son can-6 et ceux qui renferment un ou deux 
des facteurs t+r, <+Ti, ... 

II est Evident que Ton ne pouiTa obtenir de termes de la forme kf'^ 
qu'en faisant V= Vi dans les facteurs de tous les termes de i^/^F et on 
obtient pour ces termes 

*L2m; db' \ de y m] dbdc de db "^"*"^m,m, dbdf^ de dg^'^'j' 

De mßme on ne pourra obtenir de termes de la forme ftf'sin qu'en 
faisant F= Fi sous le signe d'int^gration et prenant la partie p^riodique 
de V dans les d^riv^es secondes par rapport aux dl^ments. 

Comme yi ne renferme pas de termes kP^ Ar ^ sin, par les Operations 
qui pr^cfedent, on aura tous les termes de cette forme et du troisieme ordre 

contenus dans — i2. Remarquons que dans ces termes k est ind6pen- 

dant de r. 

II est Evident que }J^ V renferme aussi des termes de ces trois formes 
kty Arfsin, k. 

En prenant les d^riv^es de V par rapport aux ^l^ments autres que 
A, Äi, ..., on ne peut introduire le facteur t; mais au contraire en formant 
les d^riv^es de V par rapport k ä, ä,, ..., on obtiendra des termes qui 
renfermeront les facteurs /+t, t + r^ ..., par suite de la diff^rentiation 
qui porte sur n{l+r)^ »i(' + ^i}, ••• dans Targument. 

Examinons les termes en {t + rf. D'apr^s ce qui vient d'ßtre dit, 
U est ais^ de voir qn'ils ne peuvent provenir que des trois parties snivantes: 
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Posons 

Pi'8in(iV<+9)+F'»"8in(iV'<+9') + - = ^, 

et noQS aurons en n^gligeant les termes de -^ qui n'ont pas le factenr 
/-hT et ceux de -^ qui n'ont pas le facteur (f+x)': 

fdV ,, „ fdV ., dn ,, . ^ D 

Si donc nous posons 

les trois parties (p.) donneront respectivement 

dont la somme est nulle. Donc enfin les termes en (t+rf se d^truisent 
Fassons aux tennes en {t + r){t+ri). Ils ne penvent provenir qne 
des parties suivantes 

. m,iiij dkdh^J dr J dr, m^m^ dxdx^J dh J dh^ 

m^m^ dhdj^J dt J d\ iw,mj dh^dTJ dr^ J dh ^ 

et on d^montrera comme ci-dessus qne les tennes en question se d^troisent 
Donc tous les termes qui renferment en facteur (/+T)^ ou [t+T^f^ 
ou {t + T){t+%i)^ ... se d^truisent. 

Examinons ensuite les tennes qui ont le facteur <(/+t). Remar- 
quons que le facteur / + r ne peut provenir que d'une d^riv^e par rapport 
k A et que le facteur / ne peut r^sulter que de l'intögration d'une d^riy^e 
de Fl par rapport ä /. D'apr&s cela nous sommes couduits ä examiner 

^'^ j», m, dkdfj dT J dg m^m^ dxdfj dh J dg 

en y faisant 

dg dg '^ J dg dg ' 



f\ 
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Le raiBonnement que nouä alloii>^ donner serait eneore applicable, eo pre- 
nant dans la formale r.^ au lien de f, g deox elementä eoojagues quel- 
conques 6, c ou c, 6, ou 6.. c,. etc. 

Prenons dana la premiere partie de la formnle \r.j 

4^ = Fi'mco% S't^q , 

dr ^ 

*dV j. i* r II . , m -» - $ 

-f-dt = ^y^Sin .^ l-rq . 

* = /-.-^ /-fr COä .\/-r» . 

on obtieut en snbstituant 

Faisons eiiduite 

^ = PiiicoÄuV/ + g^ 

rfr ^ ^ 

et eil 8ub8tituaut dans la secoiide partie de la formale (r.). noos obtenona 
Uli terme en / i,/ 4 r^ ^giü et de signe eontraire ä celui qui a ^te donnä par 
la prcnii&rc partie. 

DaiiA la formale (r.j on peut regarder ^ et jf comme deux äl^menta 
(ronju^iu^s (luolronques; on pourrait done les remplacer en particulier par 
f ot h et la (*oii(*luäion serait la meme. 

De infinie tons les termea en /(f+r,). /(Z + t,), ... se d^troisent. 

M. ( )(*(nipoii8 - iiona ensnite des termes qni renferment le facteur 
/ |-f Heulemeiit On peut le« diviser en trois classes: 1''. ceux qui pro- 
vioiiiioiil dt^ rexprosBion [i\) et des expressions semblables, 2^. ceux ^ qui 
provioniH^nt de TexpreMHion (q.^^ et des semblables, 3". ceux qui se ddduisent 
dn TexproHHion (p.}- 

PdV 

V\ ( lonHidi^runt roxpression (r,), mettons Asji%J-^dt pour Fla partie 
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p^riodiqne au Heu d'y mettre Fi et snivons litt^ralement le raisonnement 
qni pr^c^de, on verra que les termes qui ont le facteor <+t 86 d^truisent 
2". Si on r^nnit la prcmi^re partie de la formale (q.) k la quatriöme, 
on a Fexpression 

111, 1», dhah^J dr J dx^ m^m^J dxdh^J dh J dx^ 

qui se prdte au mSme raisonnement que l'expression (r.). La mdme chose 
a lieu pour la r^nnion de la troisi^me partie de fq.) et de la deuxiime. 
Donc les termes en t^x de la deuxiöm^ classe se d^truisent aussi. 

3*^ Fassons aux termes en <+t de la troisi^me classe. Nous arri- 
verons pour ces termes ä un r^ultat diffi6rent; car ils ne se dötmisent 
paa tous. 

Si dans l'expression (q.) on chan^ k^ et t^ en k et r^ eile devient 
le double de l'expression (p.). Nous avons vu que Texpression (q.) ne 
donne aueun terme ayant / + ^ en facteur et pai* la m£me raison eile ne donne 
aucun terme ayant le facteur / + ^i • Imaginons d'apr^s cela que Ton forme 
les d^y^es de V qui entrent dans Fexpression (q.), puis qu'on y supprime 
rindice 1; le^i par cette modification elles se changeaient en les d^riv^es 
correspondantes de l'expression (p.), il est Evident que cette expression üe 
renfermerait non plus aucun terme ayant le facteur <4-r. Nous n'avons 
donc qu'ä rechercher quels sont les termes de l'expression (p.) qui n'ont 
pas de correspondants dans Texpression (q.)* 

On voit aisöment que les valeurs de -^, -^— se changent en Celles 

de -^ , -j- par la suppression de llndice 1 ; mais examinona les d^riy^es 

secondes. Si nous formons ,. „ en n'^erivant que les termes provenant 
de Pain(iV/+9) qui renferment le facteur f+x ou t-\-Xi^ nous avons 

-aar = -''«•-S-^('+'K'+"""'('"+«) 

En Bupprimant dans l'expression de cette d^riy^e seconde l'mdice 1, on 

rf'F 
a'aura pas tous les termes multipli^s par t + r de -^ qui renferme en plus 
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le tenne 
-Gomme on a 

le terme g^n^ral du carrä de cette integrale est 

(t) 2'f^^f^n^ 

en le r^doisant k moiti^ si N' = JV", P == P", q = gr", Ainsi la premi^ 
partie de Vexpression (p.) reni'erme le tenne 

qn'on obtieut eu mnltipliant (s.) par (t) et qui n'a pas son coireBpondant 
dang la premiöre partie de (q.)« D'apr^s ce qne nons avons dit, il doit 6tre 
rWnit k moiti6 si N' = N". 

Uexpression de ^-^--9 comme on verra facilement, se change en 

Celle de -j-r- par la suppreftsion de rindice 1; donc tous les termes de la 

aeconde partie de (p.) ont leor correspondant dans la seconde partie de (q.). 
En diff^rentiant le terme PBm{Nl + q) de V, on a 

Si on 6te Tindice 1 aux deox membres, il faudra pour r^tablir Texactitade 
ajonter au second le terme 

^^') Pi-^COf^iNt+q). 



Si on veut obtenir un terme de 

1 d'v rdv .. rdY 



Jdx J i 



dt 



m\ dhdtJ dx ^J dh 

qui renferme le facteur t+r, en prenant (u.) poiir Ui d^riv^^e seconde, on 
prendra pour la premi&re et la Bccoude integrale respectivement 
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n en r^aalte le terme 

qni n'a pa» son analoge. daoB la troisiöme et la qnatriöme partie de (q.); 
il doit etre r^duit k moiti^ si N' = N". 
Posons 

en ajontant (A.) et (6.)^ nous obtiendrons 

i ppfp" 

(1.) :^jffrii'f'nJ{t+T)cofiiNl+q)m^^^ 

et par un behänge dans les accents, on a ceB deux autres termefi 

(2.) ^ ^^iri"»J{t+T)coBiN't+ q')Bm{N"t+q")fmiNt+q), 

(3.) ^ ^^•t'i"i»y(/+T)«08(iV"<+ j")8in(iV t+q) fan{N't+q'). 

(1.), (2.), (3.) penvent 6tre consid^r^B comme compos^ de denx faotears 
dont le premier est common et ^gal ä 

1 MM M • •! «ff Wt M. l \ 



et dont Tavtre est respectivement 

JV co8(iV t-\-q) 8in(iV'/+9*) smCJVl+g"), 
iV'co8(A''<+j') giii(iV"<+Osm(A t-\-q), 



on 



^co8[(iV+iV'>-JV")|+9+«''-?'0+-^-co8[(iV-JV'+iV")<+7-y'+9'T 
- ~ cos [(JV+ A"+ iV") f + flf + 7'+ ?"] - X <*<>* K^- ''^'- '^") < + 7 - 9- ?'1, 
^COS f( Ar'+ JV"- N)t + q'-\- q"- q-\ + —cos [(iV'- iV"-l- A'> #+ q'~ q"+ q] 

— 5^o«i[(A+iV'H-iV")/+V+?'-|-?"]— ^C08[(iV'-iV"- A')H- ?'- (f'-ql 

Jim wff 

■f iJ-C08[OV"+ A-yV) /+^"+^ -g'] + ±.coB[iN"-N+ N')t + q'-qi-q''] 

~C06l(J>l+N'+N'')t-\-q-^q'4-q'']-~cofi[iN''-N-N'){+q"-q-q]. 



Iti 



^ * 
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En r^nnisBant les termes qni renfennent le mfime cosinuB, on a enfin pour 
la Bomme de (1.), (2.), (3.) 

(-( JV+x\'+iV")co8[( iV+iV'+iV")<+^+^'+y"]' 
, , 1 PPP^ ..., ,^,^ J+( Ar+A"-iV")co8[( ]V+JV'.iV")'+«^+5fW]| 

Teile est la fonne des teimes du troi8i^me ordre de la fonction pertarbatrice 
qui renfennent le facteur f+r. 

II e8t utile de remarqner que la valeur de J n'est pas nulle; en se 
reportant ä l'expression de n en fonction de a^ (No. 5), on trouvera facile- 

ment /= • 

a 

L'expression (c.) est d'une forme tres-remai-quable. Tal eifet les cosinuB 
qu'elle renfenne peuvent se r^duire ä des constantes, si dans l'argument le 
coefficient de ( est nul, mais alors le eoefficient sera lui-m6me nul et le 
terme disparaitra. Donc l'expression (c.) ne contient aucnn terme de la 
forme iSr(^+T); et il n'y en a non plus aucnn dans la fonction perturbatrice. 

Si on a iV' = W" et par suite F = P", q' = q', le terme (1.) doit 
3tre r^uit ä moiti^ et le terme (3.) qui devient identique k (2.)) supprim^; 
donc la formule (c.) doit €tre divls^e par 2. Si on a iV=iV' = JV", les 
termes (2.), (3.) sont idcntiques ä (1.); donc la formule (c.) doit 6ti*e di- 
yis^e par 6. 

Termes du troisiöme ordre de la fonction perturbatrice. 
15. II rtSsulte de ce qui pr^cöde que les termes du trpisiöme ordre 

de — sont des sept formes suivantes 

kt\ kt, k, 

kemi{Nl + q), kUm{Nt+q), k{l+r)fim{Ni + q), kün{Nt + q), 

la constante k ^tant ind^pendante de r^ et N est essentiellement diff^reut 
de z^ro, en sorte qu'aucun de ces termes n'est de la forme k{t-\-T\ 
Formons dh d'apr^s la formule du No. 5 

äk = J- f-dt; 
m, dr ' 

las termes des trois premi^res formes disparattront dans Texpreasion de dk 
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et les termeB de — des quatre antres formes donneront deB termes de ces 



m. 



dh 



quatre formes. Donc -^- ne renferme anenn terine constant, ni des termes 

de la forme kt, kf; par cons^qnent k ou — ftest sujet ä aucune Variation 
9ieutaire, lors mime qnon tient compte des termes du troisiäme ordre. 

Snr les fonnules qui donnent le grand aze et le moyen mouTement jusqu'aa 

troisiime ordre. 

16. Si nous n'indiqnoiiB qu'im terme de chaque esp&ee, la d^riv^e 
de A ou de — pai* rapport ä / peut s'ecrire de cette mani^re 

^ i- = {l)Bm{Mt+p) + {2)^in(Nt + q) + {2)t^isi{N't+q') 



dt a 

+(3)Bin(Ä/+*) + (3)fsin(ÄV+«0 + (3)/-sin(Ä"/+O 

(1), (2), (3j d^signant respectivement une quantit^ quelconque da preniier, 
du deuzi^me ou du troisi^me ordre par rapport aux masses. H est presque 
inutile de dire que le symbole (2 ) qui entre deux fois dans la formule pr^ 
c^ente indique deux quaiititi^s diff^rentes, et de mSme pour le symbole (3). 
Integrons la formale pr^cödente, en n'^crivant encore qu'un terme de 
chaque type et uous aurons en d^siguant par a une constante une ^quation 
de cette forme 

- = — + (l)6in(JM/+f) + (2)8in(iV/+?) + (2)/8in(^'< + ?') 
a a 

+ (3)sin(Ä< + «} + (3)/8in(Ä7+0 + (3)<'8m(Ä''«+O. 
L'inyerse du demi-grand axe se compose d'une partie constante — et d'üne 
seconde partie que je d^signe par J. Ainsi on a 

i = Uj, 

a a ' ^ 

o - a(l-aJ+aV-aV'). 

/' bom^ aux termes du troisi^me ordre ne contient que des termes p^rio- 
diques; mais J' renferme le terme 

2(l)sm(^/+j»;.f2}/8in(iV/ + p')i 
qui contient, si M=^N\ une partie de la forme kt. II est d'ailleurs ais^ 
de reconnaitre que les termes de cette forme ne se d^truisent pas dans 



126 E. Mafkieu, inigcUiies sieulaires des grands axes. 

Texpression de a. Donc quoique ^ ne renferme pas de termes dm bramime 

ordre de ia forme kl, an roit que de pareils lermes existent dans texpremUm 
du deml-grand axe a. 

£n eontinnant k ne repr^senter qa'an terme de chaque type, a sera 
docDe Dar la fonnule süivante 



a -- a 



ri4-:2) + (3) +[V%m{Mt + p)'^{2) 8in!A^/+?) + (2)l ainfiVl+g')! 
L + ( 3)<+ (3)8in (Ä t + $) + (3) <räi (Ä't+ »') + (3) <*8in f Ä^I+oJ' 

ainai la partie constante de a n'est paa a, mais a(l+(2) + (3)), (2), (3) 
d^ugnant des parties constantes du deuxi^me et troiBi^me ordre. 

Examinons la forme des termes de /n dt. On a 

n = }/^a-«(l+|aJ-i-|aV^:-ViraV^ 

L'expreasion de «, an premier factear pr^g, renfermera des tennea de mime 
forme qae TexpreBsion de a; de plus le terme (3)< aera lea | de ce qn'il 
est dang Texpression de a, puisqu'il provient de faV au lieu de a'J% et 
en integrant on aura 

l (l+(2)+(3))/+(3)^ l 

Jndt = |/^aHJ+(l)8in(Ä<+p) + (2) 8in(iVt+9)+(2)/ ainCA'^+if')!. 

(+(3)8m(Ä<+t) + (3)<8in(Ä'/+t7+(3)/'8m(ll''l+f")J 

II est extrdmement probable que lea termes en Isin qni aont du 
deuxiöme et du troiaiöme ordre et leg termes en i^ 8in qui aont da troiaitaie 
ordre proviennent de d^veloppementa d'expreBsions de la forme 

^tBin(/<+^+J?,/+-2fCt8in(Ät+*)), 

i4, , iff| , Ci *^tant deg quantitds qui renferment en facteur leg magges pertur- 
batriceg, et le gigne ^indiquant une gomme de termeg analogueg k C^gin(lil+ 1). 

On voit d'apr^g cela que — ogcUlera autour d'une valeur moyenne, 

ni^.njc cn ayant ^gard aux termes du troisi^me ordre de l'expreggion de 

' <^uoi qu*il cn soit, il est tr^.».-rcmarquable que Tinverse du grand axe 

UK r«:riff-,rrnf! aucun terme de la forme kty kf, kf, tandis qu'on trouve ces 
V^Tisn'^M riang 1«*.h cxpressions des autres Clements calcul^ jusqu'au troi- 



£. Maihieu, itUgaliUs s^culaires des grands axes. 127 

Sor les tennes du quatriöme ordre de la fonction pertarbatrice. 

17. LcB r^snltats, auxquels je suia arriv^ priSc^demmeDt en ayant 
egard am termes de la fonction pertarbatrice des trois premiers erdiges par 
rapport anx maases, n'ont plns lien qnand on a anssi ^gard aux tennes du 
qnatriime ordre. Je me contenterai d'indiqner le r^sultat snivant, aans d^- 
velopper le calcal qui m'y a conduit. 

Lea termea du qnatri^me ordre de la fonction pertarbatrice aont des 
foimes auivantea: 

kf", kt\ ft/, h, 

Jlr<*BinCiV<+/>), ftl'8in(]V<+/>), *<8in(iV«+p), k%miNt+p), 

*<(*+T)ain(iV/+p), &(«+T)8in(JV<+p), 

kt{t+r), *(< + t), 

la conatante k ^tant ind^pendante de r. Lea qaatre premiörea formea 
disparattront dana Vexpreasion de '^; lea termes des aix formea auivantea 

produiront dana -rr- dea termes des mSmes formes ; enfin lea deux demiirea 

formea y donneront lea teiines &/, k; on obtiendra donc dana — des termes 

du quatri^me ordre de la forme kfy kt. 

De cette demi^re conaequence on ne peut ^videmment rien conclore 

contre la p^riodicit^ du grand axe. En effet, ai l'expreaaion de — ne ren* 

fermait que dea termea p^riodiques, quelque loin que Von pouaae l'approxi- 

mation, la valeurde - oacillerait conatamment autour d'une valeur moyenne; 

mala, cette expreaaion renfermant dea termea du quatri^me ordre de la forme 
kt, kt\. il eat Evident qu'on ne peut paa en conclure le contraire, puisque 
le d^veloppement d'une fonction p^riodique peut produire de pareila termea. 

Nancy^ le 5. janvier 1875. 
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Weitere Untersuchungen über cubische Baumcurren. 

(Fortsetzung der Abhandlung dieees Joum«! Bd. 79, S. 99.) 
(Von Herrn Rudolf Sturm in Darmstadt.) 



Jueine Untersuchungen über die cubiBclien Raumeurven lassen sich 
auf eine einfache Weise nach einer anderen Seite hin weiterführen, wenn 
man nämlich die doppelte Bedingung, durch einen gegebenen Punkt za 
gehen, nach und nach durch die doppelte Bedingung, eine gegebene Grerade 
zur Sehne zu haben, ersetzt Unter den erhaltenen Resultaten hebe ich 
folgendes hervor: 

Wenn verlangt wird, dass eine cubische Raumcurve durch l Punkte 
gehe und Q—l Gerade su Sehnen habe, so ist die Anzahl der Lösungen in 
allen Fällen 1, ausser wenn 1 = 4 oder 1=^0 ist. 

Die Sätze für i = 6 und A = 5 sind bekannt; der flir 1=4: ist in 
der vorigen Abhandlung No. 15 erhalten: es giebt im Allgemeinen keine 
Lösung. Die Sätze für die anderen Fälle werden in der vorliegenden Ab- 
handlung erwiesen; für it = ist die Zahl der Lösungen 6. 

1. Es wurde in No. 19, 20 der vor. Abh. gefunden, dass die cn- 
bischen Raumeurven (woflir wir wieder kurzweg Curven sagen werden), 
welche durch vier Punkte A^ A2, A^, A4 gehen, a zur Sehne haben und 
b einmal treffen, eine Fläche vierter Ordnung erzeugen, welche die vier 
Punkte Ai zu Doppelpunkten hat; da mithin eine durch A4 gehende G-erade 
a' diese Fläche noch zweimal trifft, so ergiebt sich, dass auf der Fläche 
der Curven (^1*), A^jA^j 2a, 2a , b) die Gerade a' und ebenso a doppelt liegt 

2« Diese Fläche ist aber auf der Stelle als eine doppelte Fläche 
zweiten Grades zu erkennen, so dass dann auch a und a' aus ihrer Sin- 
gularität zurücktreten. Denn sei f^ diejenige (einzige) Fläche zweiten 
Grades, welche durch ^1, ^2, A^ geht und a, a enthält; so liegen alle 
Curven (Ai^A2jA^^2a,2a') auf derselben, weil sie mit ihr sieben Punkte 
gemein haben. Diejenigen unter ihnen also, welche b treffen, können dies 

*) Weil die einfache Bedingung, dass eine Tangente einer Gurve dnreh einen 

Segebenen Punkt A g:eht, hier nicht vorkommt, so soll die doppelte Bedingung, dass 
ie Gurve selbst durch den Punkt geht, der Kürze halber durch Ä statt durch A' be- 
zeichnet werden. 
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nur in einem der beiden Punkte Ä,, B^ thun, in denen F^ von b ge- 
schnitten wird. 

Eis giebt mithin zwei Büschel von Cureen (^i, ^2, ^3, 2a, 2a, 6); beide 
liegen auf derselben Fläche zweiten Grades F'^, die von ihnen demnach doppelt 
bedeckt wird; die einen Curvcn sind die durch A^^ A^^ -^3, ß» gehenden 
und die Geraden der Sehaar a, a auf der Fläche zweimal treffenden, die 
anderen die durch A^. A,. A^, B, gehenden und dieselben Geraden zweimal 
treffenden. Je zwei Curven aus verschiedenen Büscheln treffen sich noch 
in einem vierten Punkte. 

Die Begegnungspunkte unserer Curven mit b füllen nicht die ganze 
Gerade b aus, sondern reduciren sich auf zwei feste Punkte derselben. 

3^ Beide Büschel haben eine Cuitc gemein ; demi durch die fllnf Punkte 
i4,, -4o, A^. Äi, B2 geht auf F^ eine Curve, welche a, a' zweimal trifft. 

Es giebt mithin eine einzige Curte, welche durch drei gegebene Punkte 
geht und drei gegebene Geraden zweimal trifft. 

4. Welches auch die fernere Bedingung sei, die man Curven [A^, 
A2^ Ay.2a,2a') auferlegt, das Erzeugniss wird immer die Fläche zweiten 
Grades F^ durch -4», A.2. A^j a, a' sein; die Vielfachheit derselben wird 
sich nur ändern. Verlangt man z. B. dass die Curven noch eine gegebene 
Ebene ß tangiren; so werden sie die Fläche F^ vierfach eifUUen; denn 
durch Ai. -4.,, A3 und einen beliebigen Punkt von F^ gehen auf derselben 
vier Curven, welche die Geraden der Schaar a, a zweimal treffen und /? 
berühren (No. 5 oder 21 der vor. Abb.). Die Curve der Berühningspunkte 
der Curven {A,,A,,A,,2a,2a\ft) mit /? ist der Kegelschnitt K^ = {F\li) 
und seine Tangenten sind die der berührenden Curven. In jedem Punkte 
wird er (und ß) nur von einer Curve berührt. Aber auch die dritten Schnitt- 
punkte dieser berührenden (.^urven erfüllen den Kegelschnitt /f", und zwischen 
den Berührungspunkten und den diitten Schnittpunkten besteht eine Correspon- 
denz (2, 1): denn von den vier Curven, die durch einen Punkt von üT' selbst 
gehen, haben sich zwei in die dort berührende vereinigt, die beiden anderen 
berühren in anderen Punkten von K\ Da /f' unicursal ist, so ergiebt sich 
die Zahl der Coincidenzen drei, welche alle zu osculirendcn Curven flihren, 
wie man leicht einsieht; die Geraden a, a' köimen offenbar dui'ch jede 
zwei andere Geraden derselben Schaar auf F^ ei-setzt werden; also ist von 
vornherein klar, dass ihre Spuren in ft sich nicht vor den anderen Punkten 
von K^ auszeichnen. 

Joarnal für Mathematik Bd. LXXX. H.^ft 2. 17 
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Es giebt mUhin drei Cureen (^j, X^, ^3, 2a, 2«', /?^), d, h. welche fl 
osculiren. 

Sei /?' eine andere Ebene; so gehen durch jeden Punkt von {F^^ß^) 
vier ß berührende Cui-ven, welche (F^yß') noch in 4.2 Punkten treffen; es 
ergiebt sich daher auf (F\ ß') eine Correspondenz (8^ 8; , welche zu 16 
Coincidenzen führt. Diese Zahl erleidet keine Reduction durch zerfallende 
und uneigentlich berührende ()urven. 

Es giebt deshcUb 16 Cureen (A^j A2, A^^2ay2a\ ß^ ß'). 

5. Wenn ß durch A^ gelegt ist, so ist die Fläche F^ ebenso anch 
ilas Erzeugniss der Curven (v4,,-42, 2a, 2a';, weiche ß in A^ berühren, und 
zwar ist sie einfach; die Taugenten dieser Cui'ven Erfüllen nicht den Bfischel 
(ß, -^3), sondern sind alle identisch. 

Legt man nun durch A^ eine Gerade a", so trifft diese die F" noch 
in einem (einfachen) Punkte. Folglich wird die Ebene ß in dem Punkte 
A^ von einer Curve (/!,, A, 2a, 2a', 2a') berührt. 

6. Fassen wir jedoch F^ wieder als Erzeugniss der Curven {A^ 
-^2, J3, 2a, 2a', ft) auf, so ergiebt sich, weil eine durch X, gehende Gerade 
a" die Flache F^ noch in einem (zweifachen) Punkte (durch den von jedem 
der beiden Büschel eine Curve geht) schneidet, dass auf der Fläche F' der 
Cureen ( .4i , .42 , 2a, 2a', 2a", 6) durch jeden Punkt (-^3) von a" zwei erzeu- 
gende Curven gehen, mithin a' und ebenso a, a' doppelt sind. 

Falls aber b' z. B. durch A'2 geht, so fallt einer der beiden Punkte 
-Bi, B2 mit A2 zusammen, also nur der andere Punkt liefert eine Curve, die 
der Geraden b' in einem von A2 verschiedenen Punkte begegnet In diesem 
Falle bilden die Curven (^i, -^2, ^3, 2a, 2a', b') nur einen Büschel und durch 
den zweiten Schnittpunkt der a" mit F^ geht nur euie Curve; also sind 
a, a', a" auf der Fläche der Curven (^1, ^2? 2a, 2a', 2a", 6') nur einfach. 

7. Die durch einen Punkt Ä^ (= ^3) von a" gehenden erzeugenden 
Curven der Fläche F' der Curven Uj, yl,, 2a, 2a', 2a", 6) treffen beide a" 
zum zweiten Male in demselben Punkte ^i', die Gerade b hingegen in ver- 
schiedenen Punkten, bez. in ß,, B.. 

Durchläuft A^' die Gerade a", so erzeugt die Fläche F'={Ai^A2^a,a\Ax) 
einen Büschel, dessen Gnindcurv e aus a, a' und den beiden Geraden dureh 
A^ , bez. A2 besteht, welche a, a' treffen. Die Punkte A\\ Ä2 beschreibtai 
folglich auf a" eine Involution, ebenso aber auch die Punkte Bi , Ri auf b. 

Durch jeden Punkt ßi auf b geht eine Curve (^j, ^27 2a^2a'^ 2a") 
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(No. 3); trifft dieselbi? a" in -41, -^j, so giebt es noch eiiieu Punkt B2 auf 
A, dessen Curve {Ai , Äi , 2«, 2«', 2a") die a" in denselben beiden Punkten 
Äl^ Ä2 trifft. Durdiläutt B^ die Gerade by »0 erzeugen sowohl ßi, Ä^ als 
auch -4 m Ä2 eine Involution. 

8. Ebenso erhält man auf a, a' je eine solche Involution und jeder 
entspricht eine Involution auf h. Alle drei Involutionen J, J\ /" auf h 
haben ein Punktepaar gemein. Denn sei B{B^\ das gemeinsame Punktepaar 
der beiden Involutionen •/', J", die den auf ol und a" gelegenen entsprechen, 
und ÄxÄi^ AiA!J die entsprechenden Paare dieser beiden Involutionen, so 
geht eine Fläche zweiter Ordnung durch ^4,, A^^ a^ d\ Ä^. Äi^ Bl, Bi 
und eine durch J,, ^2, «, o'^ -4'/, -^i', Bl, Bi. Der fernere Schnitt beider 
Flächen ausser a ist eine cubische Raumcurve, die durch Ai^ A^^ Bi^ Bi 
geht, a zweimal trifft und, da a\ o" auf den beiden Flächen bez. mit a zu 
derselben Schaar gehören, auch diesen zweimal und zwar in den Punkten 
A\ Ä' begegnet. Die durch diese Curve und o', a" gelegte Fläche, welche 
zu den Flächen gehört, die die Involution / induciren, trifft b in Äi\ Bl, 
also ist J5^,', B2 auch ein Punktepaar dieser Involution. 

9. In der eben erwähnten cubischen Raumcurve haben wir aber 
eine Curve durch ^1, ^2 gefunden, welche a, a\ (i\ 6 je zweimal trifft. 
Man kann sich leicht umgekehit überzeugen, dass jede CuiTe von dieser 
Beschaffenheit b in einem den drei Involutionen gemeinsamen Punktepaare 
treffen muss; also ist unsere Curve die einzige. 

E9 giebt mithin eine einzige Curve, die durch zwei gegebene Punkte 
Ai^ A2 geht und eier gegebene Geraden a, a, €l\ b zu Sehnen liat. 

Auf der Fläche f der Curven (-4i, -^2, 2a, 2a', 2a'\ b) ist unsere Curte 
doppelt. 

Durch -^1, ^27 ö, »', ö", 6 geht ein Flächenbüschel dritter Ordnung, 
zu dessen Grundcurve diese Curve gehört, weil sie mit jeder Fläche zehn 
Punkte gemein hat; die beiden Geraden, welche a, a\ o", b treffen, ver- 
vollständigen die Grundcui've. 

Gehören die vier Geraden o, a\ a\ b zu derselben Schaar einer 
Fläche zweiten Grades, ohne dass A^ , A^ auf dieser Fläche liegen, so giebt 
es keine Curve. Befinden sich jedoch auch -4,, A^ auf dieser Fläche, dann 
giebt es oc\ 

10. Ehe die Ordnung x der Fläche F' gesucht wird, sollen nocjh 
die Ausartungen von erzeugenden Curven derselben ermittelt werden: 

17* 
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a) Es giebt durch A^^ A2 vier Kegelschnitte, welche a, a', a", h 
trefifen; jeder wird ergänzt durch die Erzeugende des Hyperboloids lP=laaW] 
(d. h. desjenigen, zu dessen Leitscjhaar a, a\ a' gehören), welche durch den 
vierten Schnittpunkt des Kegelschnitts geht. Diese Curven sind einfach auf 
unserer Flä(*.he. 

ß) Von A^ ge(ht eine Gerade aus, welche a, a' trifft ; sie wird durch 
den Kegelschnitt ergänzt, dei* in der Ebene A^a'' durch A^ geht und sie 
und a, a\ b trifft Durch Vertauschung der Geraden o, «', a" und der 
Punkte Ai , A2 ergeben sich sechs solcher zerfallenden Curven, welche eben- 
falls auf der Fläche einfach sind. 

/) Jede der zwei Geraden, welche o, a', a", b ti'effen, wird durch 
jeden Kegelschnitt ergänzt, der durch -4,, A^ geht, sie und a, a\ a" trifft; 
es giebt aber nur je einen, der dies thut; denn alle Kegelschnitte, welche 
durch Ai , A2 gehen und a, a\ a" treffen, erzeugen eine Fläche vieiter Ord- 
nung, auf der letztere einfach sind und die von jeder der beiden Geraden 
ausser auf den a nur noch einmal getroffen wird; der durch den Schnitt- 
punkt gehende erzeugende Kegelschnitt ist der gesuchte ergänzende. 

11. Nennen wir unsere Fläche F'(6), hingegen F'(6') eine andere 
von derselben Art, bei der jedoch die von den erzeugenden Curven einmal 
geti'offene Gerade 6' ist. Beide Flächen haben eine Curve a:'^«'" Ordnung 
gemein; zu derselben gehören zunächst die auf beiden doppelten Geraden 
o. Sei Y ein Punkt des ferneren Schnitts, so geht durch ihn je eine er- 
zeugende Curve der einen und der anderen Fläche; weil aber durch drei 
Punkte -4i, A2. Y nur eine Curve geht, die gleichzeitig die drei Geraden 
a zu Sehnen hat (No. 3), so sind beide Curven identisch ; der fernere Schnitt 
besteht demnach theils aus nicht zerfallenden Curven der einen Fläche, die 
die Leitgerade b bez. b' der anderen treffen und so erzeugende derselben 
werden, also aus x Curven, theils aus von b oder b' unabhängigen Bestand- 
theilen von zerfallenden Curven; das sind aber allein die geraden Theile 
der sechs Curven ß). Mithin ergiebt sich: 

x' = 3.2- + 3a? + 6; 
also X = 6. 

Die Cureen {A^^ Ai^2ay2a\2a\b) erzeugen demnach eine Flüche 
sechster Ordnung {F% auf welcher a^ a'^ a" doppelt, b einfach ist und die 
eine einzige und zwar nicht zerfallende doppelte erzeugende Curve hat. 

Ihr Schnitt mit dem Hyperboloide [aa'a"] kann ebenfalls ausser aus 
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«, a', a" nur aus erzeugenden Curven oder Theilen derselben bestehen, 
oder vielmehr, da das Hyperboloid die Punkte A^ , A2 nicht enthält, nur aus 
Theilen: er setzt sich zusammen aus den sechs geraden Bestandtlieilen der 
Curven a) und y). 

Es giebt iechs Cureen (^1, .4,, 2o, 2a, 2a", by 6'). 

12. Geht b' durch den Punkt A2. so ist schon oben iNo. 6) ge- 
funden, dass dann auf der Fläche F(6'), deren Ordnung in diesem Falle y 
sei, die Geraden a, a\ a" nur einfach liegen; femer gehören in diesem Falle 
von den Curven ß) nur die der Fläche an, deren gerade Bestandtheile durch 
A2 gehen ; folglich gilt ftir den Schnitt mit der Fläche F* (b) die Gleichung : 

ßy = 3.2 + 3y + 3, 
also y = 3. Es giebt mithin drei erzeugende Curven auf F^* (b) , welche 
der durch A2 gehenden b' noch ausserhalb A2 begegnen; d. h. der Punkt 
A und ebenso der Punkt A^ ist auf F^ (6) dreifach. 

Die Gerade -4,-42 gehört überdies weder einer erzeugenden Curve 
an, noch wird sie von einer solchen ausser in A^, A^ getroffen. 

13. Die Gerade b ist auf F'(6) einfach, weil durch jeden Punkt von 
b und -4j, Ai nur eine Curve geht, welche a, a, o" je zweimal trifft 
(No. 3). Durch b werde eine Ebene /i gelegt; dieselbe schneidet aus F^ 
eine Curve fünfter Ordnung, welche der Geraden b ausser in deren Be- 
gegnungspunkten mit der Doppelcurve (No. 9) noch in drei Punkten be- 
gegnet; in diesen berührt die Ebene ß erzeugende Curven. Die Curven 
(Ai^A2i2a,2a,2a''), welche die Ebene ß langiren, erzeugen durch ihre Äe- 
rährungspunkte eine Cun^e dritter Ordnung K^, auf welcher die Punkte ß(a, 
a', a") einfach sind (No. 5). 

14. Wir legen durch A^ eine Gerade o'",- da dieselbe die Fläche 
F*'(fe) ausser im dreifachen Punkte A2 noch in drei Punkten trifft, so stellt 
sich heraus, dass die Gerade a" auf der Fläche F'{b) der Curven (y4i,2o, 
2a, 2d\ 2a' "^ h) dreifach ist; dasselbe gilt für a, a, a. Die Gerade b hin- 
gegen ist wegen No. 9 auf dieser Fläche nur einfach. 

15. Suchen wir zunächst die zerfallenden erzeugenden Curven von 
F* (6) auf. Diese können nur zweierlei Art sein : entweder trifft der gerade 
Bestandtheil alle vier Geraden a, oder drei derselben und der Kegelschnitt 
dann die vierte zweimal; denn zweien von den Geraden a kann letzterer 
nicht zweimal begegnen. 

et) Es giebt zwei Gerade c, c\ welche alle vier Geraden a treffen; 
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jeder z. B. c' ergänzende Kegelschnitt mu8s durch A^ gelieii und die fünf 
windschiefen Geraden 0, a', a", 0'", b und die vier derselben schneidende 
Gerade c' treffen. Die Zahl dieser ergänzenden Kegelschnitte ist drei; denn 
die vier Geraden a als Erzeugende und der I^inkt Ai bestimmen zwei 
Regelflächen dritten Grades, von denen die eine c' zur doppelten, c" zur 
einfachen Leitgeraden hat, die andere umgekehrt*); alle Kegelschnitte, 
welche durch Ai gehen und a, a\ d\ a'" und c' treflfen, haben mit der 
ersteren dieser beiden Flächen sieben Punkte gemein, gehören ihr ganz an; 
so dass die Regelfläche ihr Erzeugniss ist. Da sie von h dreimal getroffen 
wird, 80 giebt es drei Kegelschnitte (-^i , a, a', a ', a ", c, 6 ). 

Jede der beiden Geraden c und c" liegt mithin auf der jetzigen 
Fläche dreifach. 

/?) In der Ebene aA^^ giebt es einen Kegelschnitt, der durch -4, 
geht und o', a", d'\ b trifft; er wird durch die Erzeugende des Hyper- 
boloids [ö'a"a"'] ergänzt welche durch seinen vierten Schnittpunkt mit dem- 
selben geht. Dies giebt vier zerfallende Cur\'en, deren beide BestandÜieile 
einfach sind. 

y) Es giebt zwei Gerade, welche a, d, a", b treffen; jede wird 
durch den Kegelschnitt ergänzt, der in der Ebene a!"Ai liegt, durch Ai gebt 
und sie, sowie a^ a', a" trifft. Es ergeben sich so acht einfache zerfallende 
Curven. 

16. Der Schnitt a'^er Ordnung zweier Flächen F* (6) und F' (6') be- 
steht wiederum wegen No. 9 ausser aus den vier Geraden a nur aus er- 
zeugenden Curven. demnach aus z nicht zer£allenden, welche gleichzeitig b 
und 6' treffen, und aus den von b und 6' unabhängigen geraden Bestand- 
theilen c', c" der Curven a). Mithin ergiebt sich: 

folglich J5 = 9. 

Die Fläche der Cunen (-4,, 2a, 2a', 2a", 2a'", 6) ist demnach neunter 
Ordnung. Der Schnitt mit dem Hyperboloide [add'] besteht aus diesen 
drei Geraden und, wie leicht zu ersehen, nur aus erzeugenden Curven: näm- 



*) Cremona, Sülle superficie gobbe dal terz' ordine, No. 7 (Atti dell' Istituto Lom- 
barde Mai 1861.) — Em, Weyr, Räuml. Erzeugn. einzweideutiger Gebilde S. 26. — 
Noether, Math. Ann. Bd. 3 S. 177, wo bewiesen wird, dass eine r-£ache Canre auf einer 
Fläche m'" Ordnung für deren Bestimmung mit ^r(r+l)(3m--2r-f 5) Punkten äqui- 
valent ist, also die Doppelgerade der Regelfläche dritten Grades mit zehn Punkten. 
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lieh den geraden Bestandtheilen c, c' der Curven «), dem von einer Curve 
/iJ) nnd den von zwei Cnrven y). In der That ist 2.9 = 3.3 + 2.3+1+2. 

Mit jeder Fläche dritter Ordnung, die durch A^^ a, d^ a", a'" geht, 
hat diese Fläche die vier Geraden a, die beiden Geraden c und ausserdem 
nur nicht zerfallende erzeugende Curven gemein, nämlich die drei, welche 
doi'ch die Schnittpunkte von h mit der Fläche dritter Ordnung gehen, denn 
dieselben haben mit letzterer zehn Punkte gemein: 3.9 = 4.3 + 2.3 + 3.3. 

Die Zahl der Curven (-^i, 2o, 2a ^ 2a \ 2a'", b, b') ist neun. 

17. Auf der eben erhaltenen Fläche F^ ist wiederum die Vielfach- 
heit des Punktes Ai zu untersuchen. Da durch ihn neun Aeste der Schnitt- 
curve von F^{b) und F^{b') gehen, nämlich nur die neun nicht zerfallenden 
gemeinsamen erzeugenden Curven, so ist dieser Punkt A^ auf jeder der 
beiden Flächen dreifach. 

Man kann auch, ähnlich wie oben, b* durch Ay legen und findet 
dann, dass auf der Fläche F"(6') der Curven {Ay, 2a, 2a', 2a'\ 2a'"), welche 
y ausser in Ax treffen, die Geraden a, a\ ci\ a'" und ebenso die Geraden 
c', c" nur doppelt sind; woraus sich dann durch den Sclmitt mit F\b) er- 
giebt, dass ir = 6; sodass A' die Fläche /^^(6) ausser in A^ noch sechsmal 
trifft, also A^ auf dieser Fläche dreifach ist. 

18. Wir legen eine Ebene ß durch 6; die Curve achter Ordnung^ 
welche dieselbe aus F^ ausschneidet, begegnet b in acht Punkten. Giebt 
es nun u Curven, welche durch A^ gehen und a, a', a\ a'", b zweimal 
treffen, und in Folge dessen auf der Fläche F^ doppelt liegen, so gehören 
deren 2« Begegnungspunkte mit h zu jenen acht Punkten; die 8— 2« = ^ 
übrigen rühren von Curven (^,, 2a, 2a', 2a", 2a"') her, welche ß auf h tan- 
giren, so dass die Curve K der Berührungspunkte der Curven (-4,, 2a, 2a', 
2a",2a"',/i) mit {i von der ^«n Ordnung ist. 

19. Es sei B ein beliebiger Punkt in fi; die Curven (-4,, Ä, 2a, 2a', 
2a", b) erzeugen eine Fläche sechster Ordnung, welche in B einen drei- 
fachen Punkt hat (No. 11, 12); so dass der Anschmiegungskegel dritter 
Ordnung dieses Punktes von ß in drei Kanten durchschnitten wird ; von den 
Curven (^i , 2a, 2a', 2a") , welche ß in B berühren , treffen also drei die 
Gerade 6, folglich erzeugen sie eine Fläche dritter Ordnung, welche B, 
indem ß eine gewöhnliche Berühningsebene ist, zum einfachen Punkte h^ 
Ist nun B die Spur von a"' in /?, so tiifft a'" diese Fläche noch zweimal; 
von den Curven (^i, 2a, 2a', 2a", 2a"') berühren mithin zwei die Ebene ß 
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in B = fta*\ Dieser Punkt ßa"' und ebenso die drei Punkte (ia^ ßa\ ßel' 
sind folglich Doppelpunkte der Curee K^; woraus schon sich vermuthen I8s8t, 
dass tZ>4: sein wird. 

20. Nehmen wir an, dass b" die Gerade a" (in A) trelBFe; von der 
Fläche F^(6") löst sich dann die Fläche der Curven {A^, A, 2a, 2a', 2a") ab. 
welche a'" noch ausserhalh A treffen. Weil die Fläche der Curven {A^ 
A, 2a, 2a', 2a", V) sechster Ordnung ist und A zum dreifachen Punkte hat 
so wird sie von a'" ausser in A noch dreimal getroffen, folglich ist die Zahl 
der erzeugenden Curven der sich abtrennenden Fläche, welche 6' treffen, 
und mithin die Ordnung dieser Fläche gleich drei. Die Curven (^i,2o, 
2a', 2a", 2a'", 6") also, welche a'" und 6" in von A verschiedenen Punkten 
zweimal, bez. einmal treffen, erzeugen eine Fläche sechster Ordnung G^. 

21. Weim -4'" ein anderer beliebiger Punkt von a'" ist, so er- 
zeugen die Curven {A^, , A*\ 2a, 2a', 2a", 6") eine Fläche sechster Ordnung, 
auf welcher ^4"' dreifach, 6" einfach ist; sodass die durch Ä'* gehende und 
Ä" (in A^ treffende Gerade a'" sie noch zweimal schneidet; woraus hervor- 
geht, dass durch ^'" und so dun^h jeden Punkt von a'" zwei erzengende 
Curven von (?' gehen, a"' also auf G^ zweifach ist. 

22. Wir denken uns jetzt, 6" sei in der obigen Ebene ß gelegen, 
sodass A der Punkt /?a'" ist. Die Curve fünfter Ordnung, welche von ß 
aus G^ ausgeschnitten wird, geht wegen der Zweifachheit von a"' einmal 
durch A und trifft ausserdem 6" noch in vier Punkten. 

23. Von diesen Punkten kann keiner herrühren von erzeugenden 
Curven der (f\ welche 6" zweimal treffen; denn alle die Curven, die in A 
einen gemeinschaftlichen Begegimngspunkt mit a'" und 6" haben, sind mit 
der oben abgetreiuiten Fläche dritter Ordnung entfernt. Andere, bei denen 
die beiden Begegnungspunkte mit a" von denen mit 6" verschieden sind, 
würden mit der Ebene a'" 6" vier Punkte gemein haben, so dass ein Theil 
von ihnen und zwar der Kegelschnitt in dieselbe fiele; aber solche zer- 
fallende erzeugende Curven von G^ giebt es nicht. 

Mithin stammen die vier Punkte von erzeugenden Curven von G* 
her, welche die Ebene ß auf 6" berühren; da nun A = ßa"' ein Doppel- 
punkt der Berührangscurve ist, so folgt, dass diese Curee K^ der Beruh- 
rungspunkte der Curten {A^ , 2a, 2a', 2a", 2a'", (i) mit ß non der sechsten Ord-- 
nung ist. Daraus geht nun her\ or, dass fi = 1 ist 

Es giebt also eine einzige Curee {A^ ^ 2a, 2a', 2a" y 2a'", 2b). 
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Es ist keine solche Curve möglich, wenn vier von den fünf Geraden 
derselben Schaar einer Fläche zweiten Grades angehören, wofern nicht anch 
At aof derselben liegt Ist dies der Fall, so giebt es oo\ alle gehen durch 
Ag nnd die beiden Schnittpunkte der fünften Geraden mit der Fläche. 

24. Wird nun wieder durch den Punkt At eine Gerade a^^ gelegt, 
00 trifft dieselbe die Fläche 1^(6) der Curven (A|, 2a, 2a' , 2a'\ 2d'\ b) ausser 
in deren dreifachem Punkte Ai noch in sechs Punkten. Mithin sind auf 
der Fläche der Cureen (2a, 2a\ 2a'\ 2a''% 2J^, b) die Gerade a^^ und ebemo 
die frier anderen Geraden a eeehefack. 

26. Zerfallende erzeugende Curven dieser Fläche F\il) können zu 
ihlren geraden Bestandtheilen nur solche Geraden haben, welche vier von 
den fttnf a treffen. Sind wie oben c\ d' die beiden Geraden, welche a, 
el, a^y d^^ treffen, so wird jede ergänzt durch jeden Kegelschnitt, dessen 
Ebene durch tf' geht, und welcher a, a\ a'\ a''\ b und der betreffenden 
Geraden selbst begegnet Die Zahl dieser Kegelschnitte ist vier; denn, 
wenn A ein beliebiger Punkt von a^^ ist, so ist das Erzeugniss der Kegel- 
schnitte {A,a,a'ya'*,a"',c*) eine Regelfläche dritten Grades, welche e* zur 
doppelten Leitgeraden hat (No. 16.); sind A', A" ihre beiden weiteren 
Schnittpunkte mit a^^, so sind die beiden erzeugenden Kegelschnitte, die 
durch Äy bez. Ä' gehen (und in ihren Ebenen zum vollen Schnitt von den 
durch A'y bez. A' gehenden erzeugenden Geraden der Fläche ergänzt 
werden), die beiden unter den Kegelschnitten (a, a', a", a"\ 2a^^, c'), welche 
0^ das eine Mal in A treffen. Folglich liegt A und somit die ganze 
Gerade a^^ auf der von allen diesen Kegelschnitten erzeugten Fläche zwei- 
fisch, und da in jeder Ebene durch a^^ nur ein erzeugender Kegelschnitt 
sich befindet, so ist die Ordnung dieser Fläche vier, mithin auch die Zahl 
der Kegelschnitte (a, a', a", a'^ 2a'^ c\ b). 

Wenn c' nicht die vier Geraden a, d, a*\ a'" träfe, so wäre die 
Zahl dieser Kegelschnitte acht, wie nach Herrn Chaelei Angabe *) von den 
Herren Zeuthen, Lüroth, Schubert**) gezeigt worden ist; in unserem Falle 
gehen vier derselben je durch den Schnittpunkt von c' mit a, a', a"y a"^ 
und smd abzuziehen. 

Die Geraden c' und e" sind folglich auf der Fläche F'(6) vierfach 

*) Ciomptes rendus, Bd. 61 S. 391. 

**) Zeuthen, Verhandlungen der dän. Academie. Oversigt 1866 S. 91. — iMroth, 
dieses Journal Bd. 68 S. 189. — SckiAeri, ebenda Bd. 71 S. 383. 

Joimal f&r Mathematik Bd. LXXX. Heft 2. 18 
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(während die ergänzenden Kegelschnitte nur einfach sind); Aehnliches gut 
fUr die acht Übrigen Geraden e^ welche je vier von den fUnf Geraden a treffen. 

26. Zwei Flächen F*(6) nnd f{b') haben, weil dnrch jeden Pnnkt 
nur eine Cnrve (2a, 2a', 2a", 2a'^ 2a''') geht (No. 23), ausser den (jh^raden a 
nur noch erzeugende Churen oder Theile derselben gemein, mithin die i 
nicht zerfallenden, welche b und b' treffen, und die zehn Geraden c, welche 
von b und b' unabhängig sind. Demnach ergiebt sich: 

folglich ist 8^20. 

Die Cur^en (2a, 2a', 2a''^ 2a''^ 2a<^ 6) erzeugen mUUn eine Fläeke 
zwanzigster Ordn/mg- 

Ihr Schnitt mit dem Hyperboloide [aa'a^'] kann eben&lls nur ausser 
aus a, a\ al* aus erzeugenden Curven oder Theilen derselben bestehen. Er 
setzt sich zusammen aus vier von den zehn Geraden e und aus den bdden 
Curven dritter Ordnung auf dem Hyperboloide, welche durch die vier Schnitt- 
punkte von a'" und a'^ und je emen von 6 gehen; in der That ist 

2.20 = 3.6+4.4 + 2.3. 

Ee giebt zwanzig Cunen (2a, 2a', 2a", 2a'", 2a^^ 6, b'). 

27. Da durch jeden Punkt nur eine CJurve geht, welche die fünf 
Geraden a zweimal trifft, so ist b auf F^{b) einfach, und jede Ebene ß 
durch b schneidet noch eine Curve neunzehnter Ordnung aus. Wenn ähn- 
lich, wie oben, u' die Zahl der (]!urven ist, die nicht blos die fUnf a, sondern 
auch noch die b zweimal treffen und deshalb auf F^(jb) doppelt liegen, so 
ist die Ordnung /' der Curve K der Bertthrungspunkte der Curven (2a^ 2a', 
2a", 2a ", 2a'^ /^ mit ß gleich 19-- 2«'; diese Curve hat die Spuren der 
fünf Geraden a in /? zu doppelten Punkten, wie in tthnlicher Weise als in 
No. 19 zu finden ist 

28. Es sei wieder 6" in ß durch die Spur A von a'^ gezogen; so 
sondert sich von der Fläche F^\b") das Erzeugnisa der Curven (J, 2a, 2a', 
2o", 2a"*) ab, welche a^^ ausser in A nochmals treffen. Weil die FlXche 
der Curven (-4, 2a, 2a', 2a", 2a'", b') neunter Ordnung ist und. von a'^ ausser 
in ihrem dreifachen Punkte A noch sechsmal getroffen wird, so ist die eben 
genannte sich absondernde Fläche sechster Ordnung und der Rest, d. i das 
Erzeugniss der Curven (2a, 2a', 2a", 2a"', 2a'^ 6") , welche a^^ und b" in 
getrennten Punkten treffen, von der vierzehnten Ordnung {CT*)] was sich 
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auch daraus ergiebt, dasa F^(&') von der b" ausser auf der sechsfachen 
Geraden a'^ noch in vierzehn Punkten getroffen wird. 

Ist A^^ ein beliebiger Punkt von a*^, so ist er auf der Fläche 
neunter Ordnung der Curven {A}^, 2a, 2a\ 2a", 2a'" yb") dreifach, die Gerade 
6'' einfach; so dass a^^ diese Fläche ausser in A^^ und auf b" noch flinfinal 
trifft Folglich ist a^^ auf CP^ fünffach. Oder auf der sich absondernden 
Fläche sechster Ordnung ist a^^ einfach; denn durch A und einen anderen, 
aber beliebigen Punkt von a'^ geht nur eine Curve, welche a, a\ a", a'" 
zweimal trifft; nun ist a^^ auf F^ sechsfach, also auf Cf^^ fünffach. 

29. Die durch b" gehende Ebene ß schneidet aus G^^ noch eine 
Curve dreizehnter Ordnung aus. Dieselbe geht wegen der FUnffachheit von 
a*^ durch A viermal, trifft b" somit noch in neun Punkten. Jede der 
beiden Geraden c', 6\ welche a, a\ a", a*" treffen, bildet mit dem in der 
Ebene a^^b" gelegenen Kegelschnitte, welcher sie und a, a\ a", d" trifft, 
eine erzeugende Curve von G^^, die derselben doppelt angehört, weil sie 
auch 6'' zweimal trifft; die vier Begegnungspunkte dieser beiden Kegel- 
schnitte mit b" gehören zu den neun Punkten. Es bleiben also fünf: das 
sind die Schnittpunkte der Geraden b" und der Curve K (No. 27) ausser 
dem Doppelpunkte A. Folglich ist die Ordnung t dieser Curve 7. 

Die Berührungspunkte der Cureen (2a, 2a', 2a", 2a'", 2c^'' , ß) mU der 
Ebene ß bilden eine Curve siebenter Ordnung IC, auf der die Spuren der 
fünf Geraden a in ß doppelt sind. 

Da t' = 7 ist, so ergiebt sich u = 6. 
^ Es giebt mithin sechs Cureen, welche gleichzeitig sechs gegebene Oe^ 
raden zu Sehnen haben. 

30. Um die Ordnungen der Curven JP (No. 23) und JC noch von 
anderer Seite zu bestätigen, suchen wir ihre Schnittpunkte mit dem Kegel- 
schnitte 6', in dem die Ebene ß das Hyperboloid if — [aa'a'T durch- 
schneidet Beide Curven haben zunächst ihre drei Doppelpunkte ß {a, a', a") 
mit 6^ gemein. Jede der Curven, welche auf /T oder JT berühren, muss, 
sobald ihr Berührungspunkt auf 6^ fällt, wegen der zweimaligen Begegnung 
mit a, a', a" auf dem Hyperboloide IP liegen oder wenigstens, wenn Zer- 
&llen stattfindet, der Theil, der den Berührungspunkt enthält. 

31. Bei den Curven (^i, 2a^ 2a'^2a''^2a'"^/9) kann keine nicht zer- 
&llende auf IP liegen, weil Ai ausserhalb dieser Fläche sich befindet Von 
den zerfallenden muss, da der Kegelschnitt doch höchstens eine der vier 

18 • 
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Qeratden a zweimal treffen kann, die Gerade die drei anderen treffen, kann 
mitliin nicht durch A^ gehen, folglich muss der Kegelschnitt dies ihan nnd 
kann also nicht auf IP liegen; demnach thut es die Gerade; da nun 
die Berührung auf 6^ stattfinden soll, so kann es nur eine uneigentliche 
Berührung (Doppelpunkts-Schnitt) (No. 6, 40 der vorigen Abhandlung) sein. 
Der ergänzende' Kegelschnitt muss also die Gerade in ihrer Spur auf ß 
treffen. Nun sind zwei Fiüle möglich; entweder trifft die Gerade alle vier 
Ge^en a (ist also eine der beiden e\ O ^^^ d^i* Kegelschnitt keine zwd- 
mal, oder jene nur drei Gerade o und dieser die vierte zweimaL 

d) Sei z. B. C der Punkt e^ß, so muss der die e^ ergänzende Kegel- 
schnitt durch Cy Ai gehen und a^ a\ al\ a'" treffen. Auf der Fläche der 
Kegelschnitte {A^^ C ^ a^ a\ al*) ist die Gerade A^C einfach; denn sie wird 
nur durch diejenige von den beiden ihr und a, a\ a'^ begegnenden Geraden 
ergänzt, welche nicht durch C geht; da nun in jeder Ebene durch AiC 
nur ein erzeugender Kegelschnitt liegt, so ist die vorliegende Fläche dritter 
Ordnung: von der Fläche vierter Ordnung, die sich sonst in diesem Falle 
ergiebt (vor. Abb. S. 118 Anm.), hat sich hier die Ebene AiC^ abgezweigt; 
auf unserer Fläche liegt jedoch c\ da sie mit ihr vier Punkte gemein hat: 
C und die Stutzpunkte auf a^ a\ a\ Die Fläche besitzt femer in Ai und 
C Doppelpunkte. In der That geht durch A^^ Cy a, a^ a" eine Fläche 
dritter Ordnung, fUr welche erstere Punkte Doppelpunkte sind; denn die 
Bedingung, dass sie dies seien, ist nach Cayley äquivalent mit der, durch 
2.4 Punkte zu gehen; von den elf übrigen Punkten legt man noch zwei 
auf die durch C gehende e' und je drei auf jede der drei die e' treffenden 
Geraden a, a', ol\ Jeder Kegelschnitt, der durch A^^ C geht, o^ dy d^ 
trifft, hat mit dieser Fläche sieben Punkte gemein, liegt mithin auf ihr, folg- 
lich ist sie das Erzeugniss aller dieser Kegelschnitte. Die Gerade 0'" be- 
gegnet ihr ausser auf c' noch zweimal, mithin giebt es zwei Kegelschnitte 

In dem Punkte C berühren also uneigentlich die Ebene ß zwei 
Curven, ebenso in C' = d^ß\ folglich sind diese beiden Punkte auf JR^ doppelt 

/9) Femer in der Ebene Ayd'' giebt es zwei Kegelschnitte, welche 
durch Ax gehen, a, dy a!' und den Kegelschnitt V treffen; jeder wird er- 
gänzt durch die Erzeugende des Hyperboloids IPy die durch seinen Be- 
gegnungspunkt mit i^ geht; die entstehende C!urve berührt in diesem Punkte 
die Ebene ß uneigentlich. 
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Die PuDkte uneigentlicher Berülinmg sind (wenn sie nur von einer 
Corve herrOhren) einfaclie Punkte der Cnrve der BerOhmngsponkte anf ß; 
wie man dies schon an Beispielen der vor. Abb. seben kann: z. B. kommen 
die Ponkte der Curve JP (vor. Abb. No. 20), welcbe anf «««, liegen, von 
zwei eigentlichen nnd einer nneigentlicben Bertlbnmg her. 

Die 2.6 iSchnittpnnkte (b\K^) sind nnn in den 3.2+2.2+2 Punkten 
ermittelt 

82. Bei den Curven (2a, 2a', 2a'', 2a"', 2a*^, ß) giebt es vier nicht 
zerfallende, welche ganz auf iP liegen; denn unter den die Geraden der 
Schaar a, a', a" zweimal treffenden Curven auf H\ welche durch die vier 
Schnittpunkte von a"' und a^^ mit iP gehen, berühren vier die Ebene ß 
(No. 4). Zerfällt aber die Curve, so ist bald zu erkennen, dass der Kegel- 
schnitt-Bestandtheil nicht auf H^ liegen kann; denn, da er einer der fünf 
Geraden a zweimal begegnen muss, so mttsste er durch deren Schnittpunkte 
mit ET gehen, die vier übrigen Geraden, seine ergänzende und behufis der 
Berührung mit ß auch 6^ treffen, was nicht möglich ist Folglich kann 
der auf H^ liegende Bestandtheil nur eine der vier Geraden sein, welche 
a, a', a" und a'" oder a^^ treffen, die Berührung also nur eine uneigent- 
liehe in deren Schnittpunkt mit ß (oder b^) sein ; jede dieser Geraden, z. B. 
1^, welche a, a', a", a"' trifft, wird ergänzt durch den einzigen Kegelschnitt, 
der in der Ebene durch a^^ und c'ß durch diesen Punkt geht und a, a', 
«", a'" trifft Folglich erhalten wir so vier einfache Punkte und haben 
nun in den 3.2+4+4 Punkten die 2.7 Schnittpunkte {VyK'^) erschöpft. 

33. Da nach No. 4 die Curven (Ji,^2,^,2a^2a',/9) die Fläche 
Py die durch ^i, Ä^^ A^^ a, a' geht, vierfach erfüllen und also die durch 
Ai gehende a" noch vier erzeugende Curven (und zwar in demselben Punkte) 
trifft, so ist auf der Fläche F"^ der Gurten (^^ , ^3 , 2a, 2a', 2a", /3) jede der 
drei Geraden a tierfach. 

34. Suchen wir die zerfallenden unter den erzeugenden Curven 
von Fl 

a) Es giebt durch A^ , At sechs Kegelschnitte, welche a, a', a" treffen 
und ß berühren; jeder wird durch diejenige Erzeugende des Hyperboloids 
J7*»[aa'a''] ergänzt, die durch seinen vierten Schnittpunkt mit dem- 
selben geht 

a') Es giebt femer drei Kegelschnitte durch A^^ A2J welche a, a', 
d^ treffen und dem Kegelschnitte V ^ {H^,ß) begegnen; die durch letzteren 
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BegegiiongBpQnkt gehende Erzeugende von IT ergänzt zu einer aneigentUch 
bcrflhrenden Cnrve. 6' trifft nämlich die Fläche vierter Ordnung, welche 
dtirch die Kegelsclinitte (AijA2^a,a',a") erzeugt wird, ausser auf •, a\ a^ 
und den beiden auf dieser Fläche und auf IP gelegenen Geraden, welche 
•, a\ €l\ AxAt treffen, noch dreimal. 

ff) Von ^1 geht eine Gerade aus, welche a^ el trifft: sie wird durch 
jeden der beiden Kegelschnitte in der Ebene A'^a'^ ergänzt, welche durch 
Ai gehen, a, a' und sie selbst treffen, ß berühren. Es ergeben sich 
so sechs zerfallende Curven. 

Keine dieser zerfallenden Curven berührt ß mit einem Bestandtheil, 
der mit einem anderen von dem hier ihn ergänzenden verschiedenen eine 
Curve {Ai^A.,^2ay2a*y2a*\b\ also eine Curve von F^{b) zusammensetzt 

35. Die Curve K^, auf der die erzeugenden Curven von F" die 
Ebene ß berühren (No. 13), hat mit F^{b) (No. 11) ausser den drei Punkten 
ß[a,a',a'')^ welche auf K^ einfach, auf F^{b) doppelt sind, noch zwölf 
Punkte gemein. Durch jeden derselben geht eine Curve (^i,^2,2a^2a'^2«''), 
welche ß in ihm berührt, und eine, welche b trifft Da nun durch jeden 
Punkt nur eine Curve (^i, ^2,20, 2a', 2a") geht (No. 3) und keiner der 
zwölf Punkte nach Obigem durch zerfallende Curven von beiden Arten, die 
einen Theil gemein haben, sich ergiebt, so sind beide Curven identisch; 
d.h. es giebt zwölf Curven {A^, A2,2a,2a',2a',b,ß), oder: die Fläche F' 
der Cureen {Ai^ A2^2a,2ay2a",ß) ist zwölfter Ordnung. 

Der Schnitt von F" mit W besteht aus den drei airf F" vierfachen 
Geraden a, aus den 6 + 3 geraden Bestandtheilen der Curven «) und a^, 
letztere wegen der uneigentlichen Berührung doppelt gerechnet 

36. Der Schnitt von F^(6) und F^\ß) kann sich ebenfalls ausser 
aus den Geraden a, die bez. doppelt und vierfach sind, weil durch jeden 
Punkt nur eine Curve {A^^ A2j[2a, 2a', 2a") geht, nur aus erzeugenden Curven 
beider zusammensetzen oder aus Theilen derselben: er besteht aus den 
geraden Bestandtheilen der Curven ß\ welche bez. einfach und doppelt sind, 
und aus den zwölf Curven, die gleichzeitig 6 treffen und ß berühren; 
6.12 = 3.2.4+6.1.2 + 3.12. 

Zwei Flächen F*^(/?) und F^\ß') haben ausser den Geraden a und 
denen der Curven ß) noch die ^(12* — 3.4^— 6.2') = 24 Curven gemein, 
welche ß und ß' tangiren. 

Es giebt also 24 Curven (A,, A2, 2a, 2a', 2a", ß, ß'). 
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37. Die Fläche F"(/5) wird von ß ausser in der Bertthrongscorve 
K^ noch in einer Curve sechster Ordnung geschnitten, welche durch jeden 
der drei Punkte ß{a, a\ a") noch zweimal geht und demnach ausserdem die 
P in aw51f Punkten trifft Da hier ähnliche Umstände gelten wie in No. 5 
und 22 der vor. Ahlu, so ergieht sich, dass diese zwölf Schnittpunkte sechs 
BerOhrungspunkte smd, in denen Curven der Fläche F^(ß) die Ebene ß 
osculiren. 

£t 9Je6< demmaek $eek» Ctmem {A, , A^, 2m, 2af, 2a'\ /3*,\ 

38. Von der Durchschnittscurve der Flächen F"(/?) und J^'O^) 
gehen durch jeden der beiden Punkte Ai^ At die 24 gemeinsamen nicht 
zer&llenden erzeugenden Curven und drei vierfache Qeraden von den Curven 
/3); also iff dfe VidfaekkeU jedes der PmUe ^,, A, omfF'^iß) ]'24+3.4=6. 

Wird a''' wieder durch A2 gelegt, so dass sie F"(/9) noch sechsmal 
trifft; so erhält man, dass auf der Fläche F' der Cur^em {A,,2a,2a',2a",2a"',ß) 
die Geradem a $eek$faeh $uhL 

39. Es ist auch hier wieder nothwendig, die zerfallenden unter 
diesen Curven zu ermitteln: 

a) Jede der beiden Geraden c', c" welche a, a'y €i\ ul^^ treffen, z. B. 
€ wird ergänzt durch jeden Kegelschnitt, der durch A^ geht, a, a\ a'\ a''\ 
^ trifft und /9 berührt Es i»t oben (No. Id) geluDden, dass die Kegel- 
schnitte f-^i, a, cly a\ a\ c') die Begelfläche dritten Grades erzeugen, welche 
if zur doppelten Leitgeraden, a, a\ a", a" zu Erzeugenden hat und durch 
Ax geht Die Ebenen dieser Kegelschnitte umhttUen also den Kegel zweiten 
Grades, der au» A^ dieser Fläche umschrieben ist und dessen BerUhnmgs- 
curve eine durch A^ gehende cubische Rauracurve ist. In den drei Spuren 
dieser Bertthrungscnrve tangiren sich die Curve diitter Ordnung vierter 
Classe und der Kegelschnitt, welche von ß aus der Regelfläche und aus 
dem Kegel ausgeschnitten werden ; die Punkte, in denen die beiden übrigen 
gemeinschaftlichen Tangenten beider Curven die erstere berühren, sind die 
Berührungspunkte der Kegelschnitte (^, , a, a\ d\ 0", c, ß) mit /?. Folglich 
hat d und ebenso c" eine zweifache Ergänzung und beide gehören der F^ 
zweifach an. 

a'j c und c" haben aber, wie in No. 31, a) gefunden, ihre Ergänzung 
auch noch je in zwei durch C = c*ß, bez. C'=^c*ß gehenden Kegel- 
schnitten, so dass die so zusammengesetzte Curve uneigentlich in C, bez. C 
berührt. Die Geraden c und c'' sind in Folge dieser uneigentlichen Be- 






!■> 



144 Sturm, weitere Untersuchungen Über cuÜsAe Raumeureen. 

rilhrang auf /^ vierfach, also wegen a) im Ghmzen sechsfach; die C, (T 
hingegen (in denen nnr die Cnrven a') tangiren) zweifache Punkte von K^. 

ß) In der Ebene a'"Ai giebt es zwei Kegelschnitte, die durch At 
gehen, a, a\ a'^ treffen, ß berühren ; jeder wird durch eine Erzeugende von 
IP ergänzt 

ß^) Ebenso giebt es, wie schon in No. 31, ß) gefunden, in dieser 
Ebene zwei Kegelschnitte, welche durch Ai gehen, a, a\ a" und 6^ treffen; 
jeder findet seine Ergänzung zu einer uneigentlich bertlhrenden Curve in 
der durch den Begegnungspunkt mit V gehenden Erzeugenden von iS^^ 

Durch Yertauschung von a'** mit anderen a ergeben sich analoge 
Curven. 

40. Die Curve Ä^, auf der die erzeugenden Curven von F' {ß) die 
Ebene ß tangiren (No. 23) , hat mit der Fläche F^{h) (No. 16) zunächst 
die vier Punkte ß{a,a',a'\f% welche auf /T doppelt (No. 19), auf 1^(6) 
dreifach sind, sodann die zwei Punkte C und C gemein ; denn die Geraden 
c' und c" gehören zu Curven von P'(ß)j welche ß in C bez. C" bertthren 
(nämlich je zu zwei in No. 39, «)); aber auch zu einer Curve von F®(6) 
(No. 16, a)); die ergänzenden Theile sind verschieden. C und C sind auf 
K^ doppelt, auf F^{b) dreifach. Die Übrigen zerfallenden Curven bewirken 
keine gemeinsamen Punkte von /^(6) und üf*. Da nun 9.6—4.2.3—2.2.3= 18 
Schnittpunkte Übrig sind, so haben wir gefiinden, weil es wiederum durch 
jeden Punkt nur eine Curve (^i, 2a^ 2a^ 2a"^ 2a '') giebt (No. 9), dass es 
18 Cureen (-4,, 2a, 2a', 2a", 2a'^ 6, /9) giebt. 

Die Fläche F^(ß) der Cureen {A,,2a,2a\2a",2a"',ß) iet demmaeh 
ton der 18. Ordnung. 

Die Schnitte von F'^'iß) mit H^ und mit F^(6) sind ähnlich wie 
früher leicht aufzufinden und dienen als ControUe. 

Der Schnitt zweier Flächen F'\ß) und F'^(ß') führt, in derselben 
Weise wie oben, zu dem Eesultate, dass ee 36 Curven {Ai , 2a, 2a', 2a'', 2a'''^ 

41. Die Fläche F^^(ß) wird von ß ausser in Ä^ noch in einer 
Curve sechster Ordnung durchschnitten ; dieselbe geht durch die vier Spuren 
der a und die zwei der c', c", durch welche K^ zweimal geht, auch noch 
zweimal, und bertthrt ausserdem K^ in sechs Punkten. 

Es giebt mithin sechs Curten {A^, 2a, 2a', 2a", 2a'", ß"). 

42. Von der Schnittcurve der Flächen F'^(ß) und F'^O^) gehen 
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nur die 36 Curven (^|, 2a, 2a', 2a", 2a'", /?, /?') durch A^] daraus ergiebt sich, 
dass Ai auf jeder dieser beiden Flächen sechsfach ist. Die durch Ai gelegte 
Gerade a^^ trifft mithin F*^(/3) noch in zwölf Punkten; woraus folgt, dass 
auf der Fläche F\ß) der Curven (2a, 2a', 2a", 2a"', 2a'^ /?) jede der fünf 
Geraden a ztDölffach ist. 

Die Berührungspunkte dieser Curven mit ß bilden euie Curve siebenter 
Ordnung /T (No. 29). 

43. Suchen wir wiederum die zerfallenden erzeugenden Curven von 
F"; es giebt nur solche, bei denen der Kegelschnitt eine Gerade a zweimal 
trifft, so dass die ergänzende Gerade die vier andern trifft. Sei, wie früher, 
e der gemeinschaftliche Name der zehn Geraden, die je vier von den Ge- 
raden a treffen; c eine der beiden, welche a, a', a", a" schneiden, C der 
Punkt dß. 

a) Die eine Ergänzung von c' geschieht durch einen Kegelschnitt, 
der in der Ebene a^^ C liegt und in No. 32 beschrieben ist; der Punkt C 
ist ein Punkt uneigentlicher Berührung und einfach auf /T, c' dagegen 
doppelt auf F*. 

a') Andererseits wird c durch jeden Kegelschnitt ergänzt, dessen 
Ebene durch a'^ geht und welcher a, a', a", a'", c' trifft und ß berührt. 
In No. 25 ist geftinden, dass das Erzeugniss der Kegelschnitte (2a^', a, a', 
a", a'", c') vierter Ordnung ist und die Gerade a^^ doppelt enthält. Die 
Ebene ß schneidet in diese Fläche eine Curve vierter Ordnung mit einem 
Doppelpunkte in der Spur von a^^ ; von demselben gehen sechs Tangenten 
an die Curve; in deren Berührungspunkten tangiren erzeugende Curven der 
Fläche vierter Ordnung die Ebene ß; folglich hat c' auf diese Weise sechs 
ergänzende Kegelschnitte. Mithin ist sie im Ganzen achtfach auf der Fläche 
F"; desgleichen die anderen Geraden c. 

44. Die Curve K' hat mit der Fläche F^\b) zuerst die fünf Punkte 
/?a, welche auf /f' doppelt (,No. 27), auf JF^" sechsfach (No. 24) sind, dann 
die zehn Punkte c/3, welche auf IC einfach, auf /^' vierfach sind, gemein; 
mithin ausserdem noch 40 Punkte. Da durch jeden Punkt nur eine Curve 
(2a, 2a', 2a", 2a'", 2a''') geht (No. 23), und diese übrig bleibenden Punkte 
nicht von zerfallenden Curven herrühren, so erhält man, dass es 40 Cureen 
(2a, 2a', 2a", 2a'", 2a'^ /?, b) giebt. 

Und die Fläche F» der Curten (2a, 2a', 2a", 2a"', 2a'', ß) ist 40. Ordnung. 
Die Schnitte von F*^X/?) mit W und mit F^"(6) sind in ähnlicher 
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** -riÄ^ wjz ^ jr:.- j^^nz 2z notü : ZB crKerem gehören auch die am An- 
" a y.'- 02 'fr^LiaCiak ritz Cmrrtu, 
1k= >ri:L-r zrw^^ rjtthn r ß «nd F* /^ führt zu dem Satze, 

^ ?t> .:^« ±^ u. u\ 2*^ 2*^, i, ,r, 9H^. 

^'. :-• ftnttrt > kif:: T.>a f* ,? mh ß ausser iT ist 26. Ord- 
licur xii[ rtü- txri öir >5«r« c«- 5-10 Geraden a und c, die auf F*' 
rv'c- i*:i i»-inii*'i. ijf IT xwti-. her. ein&eh sind, noch achtmal, bez. 
^•üränul. I ^jt iicizÄa 42 Sriarie sinL aus ähnliehen Grttnden wie früher, 
11 ZrrLirni^poiuLire: in iit3Us«^r!K^ 'i^^rmliren erzeugende Curven von F*'(/?). 

^^ I'jc zn -R-it^rxekeftÄÄ zeteidenen Sätze, welche sich auf 
Atf Zdm Äfr;tf9iyif9 rrvMKrätfs iS«HBnrr€» iaiekem, die durch X gegebeme 
F^mtCif /cricn ma i — • ßtytfd^fw^f S^imem b^niisem^ lassen sich für die Fälle, 
T • • ^^ 1 :äiC. ia*:a '.nirhü iJb^ dtr ErMwgwmg jener Cmrem durch coUineare 
Immtf. 4.>if:a;ra. lurra Sfytf'inn^* £< zner^ geiunden^ dass in zwei 
•••/jn::t:*;a "-iinii'riji lur iäL5i*ra iLiicsiCi^-h Tiele entsprechende Strahlen sich 
?«:•_': '^it:!! i.i'i la&^^ ci^ 3irg*e-jigrij>pcpk:e dieser Strahlen eine cubische 
.üiaai«:*L'^''i juMto- iLe iiLivi «lie bc^i^ieB Scheitel geht und deren Sehnen 
tii: siai.Tii":'»'sc-i >-aiiii£aii*:a «r eIttl^preeheDden Ebenen der Bündel sind. 
V3i:C:i:ü*^- ^^an aü* s^^i celiebi^a Punkten einer cubischen Raumcurve 
ilc Vnnk'ti inii Sroinitt «ler^IWn prwjioin werden, so erhält man einfach 
tiii:aiilxä >:«fi^ ^ac^pofvh^finie ^CBhlen und alle entsprechenden Ebenen 

Sx^j^- jHmMi <vr/V» mh^er uirhr blos dadurch auf eine einzige Weite 

v%iim*ir jtTtictf . i*j«> ittd^ ^i<'" ^eioharnge Elemente des einen (vier 

>v:xia;i n\.* ^- xc : txwÄ \ von ileuen keine drei demselben Grundgebilde 

..six. NMx N-.uIi-l^ja- ^^<r Kl^neubusehel » angehören, vier eben solchen 

.vdivöcvü j^i^^iiccttt ^-öft^^vx^ke» Ufesi: sondern auch dadurch, dass man drei 
4^H,>iür«>^ i-üym^fmi<r 4W» ^tuww (SirmUem oder Ebenen) ^ die nicht demselben 

f-umtffKO^w ir96^ S^fy m^^k^en. mmd ein ungieieharNges Element (Ebene 
yot» :^>-!üii\ «>rti.*A^ mit i^im^m Jmer ineident ist «nach Herrn CrraMiiiaiiM 
>vyav!iici \;i^u tKä^^^^i« . i h. iu keinem von jenen liegt oder kems von 
vSK.^ s«»*'^»^^^ ^ ^*^ <'*^ ^"^ £/«Hrtil<^ des anderen BUndeb bezieht. 
' vM. *lKi' i\^ ScCä* $^-h^ru: bisher mn^h nicht direct ausgesprochen 
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ZU sein, obgleich es nahe liegt, die Frage nach ihm zu stellen, und er sich 
unmittelbar auf den ersten Theil des Satzes zurUckftihren lässt. Denn wenn 
z. B. drei Strahlen 0, 6, c und eine Ebene S eines Bündels 0, die die obige 
Situation haben, di'ei Strahlen a\ b\ c* und einer Ebene d' eines anderen 
Bündels 0' entsprechen; so entsprechen ja damit die drei Verbindungsebenen 
der Strahlen a, 6, c und die Ebene d von den analogen Ebenen in 0\ 

47. In allen tier Fällen, wo A> 1 ist, ausgenommen A = 4, erhält 
man demnach, wenn man zwei von den gegebenen Punkten zu Scheiteln 
wählt, auf eine einzige Weise coUineare Bündel, in denen die nach den 
übrigen gegebenen Punkten und nach den gegebenen Sehnen gehenden 
Strahlen und Ebenen sich entsprechen, folglich eine einzige cubische Raym-- 
curee^ die diese A Punkte und 6 — X Sehnen enthält. 

48. Wenn man dagegen zwei Strahlen a, b und zwei ihnen nicht 
incidente Ebenen y , 8 eines Bündels auf vier ebensolche Elemente a, V, 
y', d' eines anderen Bündels 0' bezieht; so ist im Allgemeinen keine Col- 
Unearität zwischen den Bündeln mit diesen entsprechenden Elementen möglich, 
weil, falls e, /"die Schnittstrahlen der Ebene ab mit y und d, e*, f die 
analogen Strahlen in 0' sind, im Allgemeinen der Büschel [a, b, e, f) vivM 
mit {a\ b\ e\ f) projectivisch ist. Sind diese Büschel aber projectivisch, 
80 bestehen einfach unendlich viele CoUinearitäten zwischen den beiden 
Bündeln mit den entsprechenden Elementen a, b, y, d und a\ b\ y, d'; 
denn diese Elemente können dann durch je vier gleichartige des einen und 
des anderen Bündels: a, b, yd=u und einen festen Strahl in (0,y); 0', b\ 
y^=u' und einen beweglichen Strahl von {0',y) ersetzt werden. Man wird 
sieh leicht überzeugen, dass eine Veränderung des festen Strahls in {0, y) 
keine neuen CoUinearitäten bewirkt. 

49. Sind daher für eine cubische Raumcurve vier Punkte 0, 0', A, B 
und zwei Sehnen c, d gegeben, so müssten in den dieselbe erzeugenden col- 
linearen Bündeln 0, 0' die Strahlen und Ebenen 0{A,B,c,d) oder a, b, 
y, d den Strahlen und Ebenen 0\A, B, c, d) oder a, b\ y, d* entsprechen; 
was aber bei der Beliebigkeit dieser Stücke im Allgemeinen nicht möglich 
ist; also giebt es keine Curve. Sind aber diese Stücke so gegeben, dass 
(a, b, e, f) proj. {a\ b\ e, f) , so haben einfach unendlich viele cubische 
Raumcurven die vier Punkte und die beiden Sehnen gemein, dieselben be- 
finden sich alle sechs auf demselben Hyperboloide; denn aus {a, b, e,f) proj. 
(a', b\ e\ f) folgt: u A, ß, c, d) proj. u\A, B, c, d). 
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50. Auch zwischen ztoei räumlichen Systemen ergiebt sich nicht nur 
dann auf eine einzige Weise CoUinearitäl^ wenn fünf gleichartige Elemente 
(Punkte oder Ebenen) des einen, von denen keine vier demselben Grund- 
gebilde zweiter Stufe angehören, auf fünf ebensolche Elemente des anderen 
bezogen werden, sondern auch, wenn man eier gleichartige Elemente (Punkte 
oder Ebenen) des einen, die nicht demselben Grundgebilde zweiter Stufe an- 
gehören, und ein ungleichartiges Element desselben (Ebene oder Punkt), das 
mit keinem eon jenen incident ist, fünf ebensolchen Elementen des anderen 
Systems entsprechen lässt. Denn wenn z. B. A, B, C, D und die Ebene € 
auf die Elemente Ä, B\ C, J)\ k bezogen werden; so sind die Ebenen 
des Tetraeders AB CD und die Ebene e mit den Ebenen des Tetraeders 
AB' CD' und der Ebene e entsprechend. 

Andere Combinationen von ungleichartigen Elementen bewirken im AU'- 
gemeinen zwischen den Räumen keine Collinearität , weil sich dann entspre- 
chende Grundgebilde ergeben, die nicht projectivisch (oder coUinear) sind. 

Die dualistischen Folgerungen dieser Erweiterungen von CoUinearitfits- 
sätzen sind leicht zu ziehen. 

51. Bei einer anderen Gelegenheit denke ich den Beweis zu geben, 
dass es auf einer Geraden stets einmal zwei Punkte giebt, aus denen vier 
Gerade und ein Punkt, und sechsmal zwei Punkte, aus denen fünf Gerade 
durch entsprechende Elemente collinearer BUndel projicirt werden; womit 
dann auch die Sätze flir i = 1 und i = mit Hülfe der projectivischen Er- 
zeugung der cubischen Eaumcurve erwiesen sind. 

52. Es giebt bekanntlich noch eine zweite projectivische Erzeugung 
der cubischen Raumcurve; die Schnittpunkte der entsprechenden Ebenen 
dreier projectivischen Ebenenbtlschel erzeugen eine cubische Raumcurve, 
welche die Axen der Bttschel zu Sehnen hat; aus dieser Erzeugung geht 
auf der Stelle hervor, dass drei Sehnen und drei Punkte nur eine einzige 
cubische Raumcurve bestimmen. Die Anwendung dieser Erzeugungsweise auf 
den Fall von vier Sehnen und zwei Punkten führt zu dem Resultate, dass 
auch in diesem Falle nur eine Curve möglich ist ; jedoch unterscheiden sich 
die Deductionen kaum von der früheren (No. 8, 9): es wird ebenfalls der 
Satz benutzt, dass zwei Involutionen auf derselben Geraden ein Punkte- 
paar gemeinsam haben. 
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Zusammenstellung der Resultate. 
Wenn xP die Bedingung bedeutet, dass die Curve durch x Punkte 
geht; xs, dass sie x Gerade zu Sehnen hat; xl, dass sie von x Greraden einmal 
getroffen wird; xn, dass sie x Ebenen tangire; ti*, dass sie eine Ebene 

oscnlire; nl, dass sie eine Ebene auf einer Geraden berühre; so ist in Fol- 
gendem die Zahl der cubischen KaumciuTen, die den in Klammem ge- 
schriebenen Bedingungen genügen, angegeben; der Vollständigkeit halber 
sind Resultate aus der vorigen Abhandlung lünzugefUgt, die zwei ersten in 
jeder Verticalreihe. 

(6P) = 1. 

(5P, 1«)=1, (5P,2/)= 5, (bP, 11, In) = 10, 

(4P, 2«) = 0, (4P, l«,2r)= 4, (4P, 1«, 1/, Itt) = 8, 

(3P,3«) = 1, (3P,2»,2/)= 4, {SP, 28, 11, In) = 8, 

(2P,4«) = 1, (2P,3»,2r)= 6, (2P, 3*, 1/, Iti) = 12, 

(IP, 5«) = 1, (lP,4»,2/)= 9, (IP, 4«, 1/, In) = 18, 

(6«) = 6. (5«, 21) = 20. (5», 1/, In) = 40. 

(5P,2n) = 20, (5P,Ji')= 6, (5P,nO = 2, 

(4P, 1», 2;i) = 16, (4P, l«,7i^)= 3, (4P, 1», ^/) = 3, 

(3P, 2», 271) = 16, C6P,28,n')= 3, (3P,2*,^ = 2, 

(2P, 3«, 271) = 24, (2P,3«,n')= 6, (2P, 3», ^/) = 3, 

(IP, 4*, 271) = 36, (lP,4»,7i^)= 6, (IP, 4«, -T/) = 6, 

(5«, 27i) = 80. (5», 71^) = 21. (5«, ^l) = 7. 

Darmstadt, den 30. November 1874. 
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Die Form der Integrale der linearen Differential- 
gleichungen. 

(Von Herrn E. Jürgens.) 



rUr die Integrale einer linearen Differentialgleichung m^^ Ordnung 

deren Coefficienten in der Nähe eines Punktes x = a eindeutig sind und in 
ihm unstetig werden, ist von Herrn Fuchs folgende Gestalt ermittelt worden 
(dieses Journal, Bd. 66, S. 136): 

Es giebt ein System von m Integralen yi, ^2, ... y^j welches in 
Gruppen von der Form 

y, = {x-ar2;t(p,,[\og{x-a)f'' (a = 1, 2, ... k) 

zerföllt wo zu den verschiedenen Gruppen Werthe von r, deren Differenzen 
keine ganzen Zahlen sind, gehören und die Functionen (p^^ in der Nähe 
des Punktes x = a eindeutig sind und für 6 > 1 y^b sich als ein homogener 
linearer Ausdruck von ^u, ^21? ••• V^a-n ^lit constanten Coefficienten dar- 
stellen lässt. 

Bei dieser Form werden in den zu einer Gruppe gehörigen Integralen 
der Reihe nach immer höhere Potenzen des Logarithmus auftreten, voraus- 
gesetzt dass ihre Coefficienten nicht verschwinden. Tritt aber dieser Fall 
ein, so kann man, wie Herr Hamburger gezeigt hat (dieses Journal, Bd. 76), 
jede Gruppe durch eine Reihe von Untergruppen ersetzen, welchen jene 
Eigenschaft wirklich zukommt, und für welche die Relationen zwischen 
den Coefficienten der Potenzen des Logarithmus sich vollständig sondern. 
Dasselbe Resultat werden wir auf einem anderen Wege herleiten; jede 
Untergruppe wird dabei eine übersichtliche Form annehmen, indem die 
zwischen den Coefficienten ^«5 bestehenden Relationen möglichst einfach 
werden. Da dann umgekehrt auch ein System derartig gebauter Gruppen 
von Functionen stets einer Differentialgleichung von der betrachteten Art 
genügt, so lässt die aufgestellte allgemeine Form keine weitere Einschrän- 
kung zu. 
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Weiter wird dann gezeigt, dass die Form sich erhält, wenn mit den 
Functionen die durch einen beliebigen homogenen linearen Differentialaus- 
druck bezeichnete Rechnungsoperation vorgenommen wird, und daraus die 
Natur der Differentialgleichungen niedrigerer Ordnung abgeleitet, welche 
mit der vorgelegten Differentialgleichung alle Integrale gemein haben. 
Durch diese Untersuchung tritt auch in Bezug auf das Vorkommen von 
Potenzen des Logarithmus in den Integralen die enge Verwandtschaft 
zwischen einer Differentialgleichung und der zugehörigen Multiplicatorglei- 
chung hervor. 



1. 
In der Nähe eines bestimmten Punktes, für welchen der Einfachheit 
halber der Nullpunkt gewählt werden soll, seien die Coefficienten der 
Differentialgleichung 

eindeutig und ausser in diesem Punkte selbst stetig. 
Dann gilt folgender Httlfssatz: 
Wenn die Differentialgleichung ein Integral von der Form 

besitzt y tDO die Functionen (p in der Nähe des Nullpunktes eindeutig stnd^ 
die Function (pi nicht identisch verschwindet, r eine beliebige complexe Grösse 
und (Ä — Ijx den yJ^'^^ Binomialcoefßcienten von /.— 1 bedeutet, so genügt der 
Differentialgleichung auch folgendes System ton / Integralen: 

Ui = X'>i, 

U2 = oc' \(p2 + %logx\^ 

«3 = x' \(pi + 2(pAogx + (pt(\ogxy\, 



U, = x'l(p, + {'^-l)i<P,-,l0gX'^a-l)i(p,_2{\0gxy + 'r' + (pt{^^^ 

Es bezeichne nämlich u' die Function, in welche u^ nach x Um- 
läufen um den Nullpunkt übergeht; dieselbe entsteht aus u,, indem an die 
Stelle von x"^ die Grösse cd^x^, wo 



o) = e^'"'^ 



iat und an die Stelle von logx die Grösse \ogx + 2x ni gesetzt T\ird. Diesen 
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Aosdruck für a" ordne man nach Potenzen von x; der Coefficient von ä* 
wird dann 

t»'af(2ni7i(i-l^yi(Iogxj*''-' + (A-l;,(A-2\r/),(logx/-'-' 

Also iat 

i«j = to' \ui+(l—l)i27iiui_^x+--- 

I - + (i-n,(2Jii/tii_y+- + (2mT-'fi,x^-'|- 

Nun ist mJ wieder ein Integral der Differentialgleichung. Wenn man 
daher der Zahl x l von einander verschiedene Werthe z,, z,, . ..xi heilegt, 
80 erhält man l Gleichungen, deren linke Seiten durch Integrale der Diflfe- 
rentialgleichung gebildet werden. Aus den Grössen der linken Seiten lassen 
sich, weil die Determinante des Gleichungssystems 



(20 



1 


z, . 


. . «;-' 


1 


z, . 


. . «;-' 


1 


X, . 


. . xl""* 



bekanntlich nicht Null ist, die in der Entwickelung von «I auftretenden 
Coefficienten der Potenzen von x linear ausdrücken und genügen daher der 
Differentialgleichung. Folglich befriedigen auch nach Weglassung der con- 
stanten Factoren die Functionen u,, »,, ... Ui, die Differentialgleichung. 

Dass die Function u, als Coefficient der höchsten Potenz des Loga- 
rithmus in einem der Differentialgleichung genügenden Ausdrucke noth- 
wendig ein Integral der Differentialgleichung ist, hat bereits Herr FiuAa 
angegeben (dieses Journal, Bd. 68, S. 356). 

Wenn die Differentialgleichung gerade von der Ordnung Jl ist, so 
lautet also das allgemeine Integral derselben 

y = a^.£i-£.c,(a-i:i_i<;p,_j+,(log3;)*-', 

wo die c, , C). ... C] die willkürlichen Constanten sind. 

Wenn dagegen die Differentialgleichung ausser tt^ noch ein zweites 
Integral e^ von ähnlicher Gestalt 

f^ = ^{x. + (^'Vau^^ogx+'a-l\Xu-Alosxf + -+Xti\ogx)''-'\ 
hat, wo xfXi nicht gleich x^^i multiplicirt mit einer Constanten ist, so liefert 
der Httlfssatz wieder ein System von ^ Integralen, welche sowohl unter 
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einander linearuuabhängig sind, als auch zu den zuerst abgeleiteten l Inte- 
gralen in keiner linearen Beziehung stehen. Denn bildet man irgend einen 
homogenen linearen Ausdruck der Grössen tti , ... «;, Uj, ... t?^, so wird in dem- 
selben der Coefficient der höchsten Potenz von loga: die Form Cafip^+CiX^Xi 
haben, also nicht identisch verschwinden. Dieses aber mUsste der Fall seni, 
wenn die gebildete Function gleich Null wäre. Denn ein Ausdruck von der Form 

iCyX'''(PrM + C2X''\(PrS^-{-((>rA\0S:X-\ h (f ..A ( lOff 0^)" 

(3.) 



der nur eine endliche Anzahl von Gliedern enthält, und in welchem die 
Functionen tp in der Nähe des Nullpunktes eindeutig sind und je zwei der 
Exponenten ri , ... r, sich nicht um ganze Zahlen unterscheiden, kann, wie 
Herr Thome gezeigt hat (dieses Journal, Bd. 74, S. 195), nicht gleich Null 
sein, ohne dass sämmtliche Grössen (p gleich Null sind. Daraus folgt un- 
mittelbar, dass ein Ausdruck von der Form (3.), in welchem nun die 
Ti , ... r, beliebige complexe Grössen bedeuten sollen , nur identisch ver- 
schwinden kann, wenn sämmtliche Coefficienten identisch verschwinden, 
sobald man ihn nach Potenzen des Logarithmus ordnet. 

Nach dieser Vorbereitung betrachten wir nun die Gruppe von Inte- 
gralen, welche nach Herrn Fuchs einer i-fachen Wurzel co einer gewissen 
Gleichung m^ön Grades, welche er die zum Punkte x = gehörige Funda- 
mentalgleichung nennt, zugeordnet wird; dieselbe hat die Gestalt 

Va = X" -ib Vab (logx)*"* (a = 1, 2, . . . A) , 
wo r irgend einen der Werthe von — — ^ logco bedeutet und die 

Functionen (p in der Nähe des Nullpunktes eindeutig sind. 

Alle Gruppen zusammen bilden ein System von m unabhängigen 
Integralen. Hat man ein zweites System von Integralen, welches auch aus 
derartigen Gruppen zusammengesetzt ist, so müssen die zu irgend einer 
Gruppe gehörigen Functionen sich linear und homogen durch die Functionen 
der entsprechenden Gruppe des ersten Systems ausdrücken lassen. Denn 
jedes Integral, welches die Gestalt 

x'\(fi-\-(f2\ogx^ h Vit (log x}*"'! 

hat, muss sich aus den in der zu r gehörigen Gruppe enthaltenen Functionen 
zusammensetzen lassen. 

Wir betrachten nun die in irgend einer Gruppe vorkommenden 
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Functionen yi , ^2 ? • • • 9x und bezeichnen durch «i, eine unter ihnen, welche 
noch die Potenz (loga:)^'"' enthält, während in keiner der übrigen eine 
höhere Potenz von loga: vorkommt Dann kann man aus Ui^ nach dem 
Hiilfssatze ^i Integrale tii , ti^ , • • • fi;^, bilden. Da sie alle zu demselben 
Werthe r gehören, so müssen sie sich durch die Functionen y,, yj. ... ffi 
ausdrücken lassen; man kann daher die vorgelegte Gruppe durch eine 
andere ersetzen, in welcher t/,, «i^? ••• «;., an der Spitze stehen. Zugleich 
kann man die neue Gruppe so wählen, dass in keinem ihrer übrigen Ele- 
mente der Coefficient der höchsten Potenz von loga: ein constantes Viel- 
faches von dem in u^^ vorkommenden letzten Coefficieuten ist. 

Diese übrigen Elemente fasse man nun allein ins Auge, greife aus 
ihnen eines ei^ von der Beschaffenheit heraus, dass es die höchste Potenz 
von logo? enthält, welche überhaupt vorkommt, und bilde aus demselben ia 
neue Integrale f?i, Co? • • • <?;,. Da diese von den Functionen «j, Wj, ... ug^ 
unabhängig sind, so kann mau die eben eingeführte Gruppe wieder durch 
eine andere ersetzen, in welcher «j , ... «x, i t?i , ... e^^ an der Spitze stehen 
und die folgenden Elemente so beschaffen sind, dass der Coefficient der 
höchsten Potenz von logx sich nicht durch die in u,,^ und t?;^ vorkommenden 
letzten Coefficieuten linear ausdrücken lässt. 

So fortschliessend, überzeugt man sich, dass die betrachtete Gruppe durch 
eine Reihe von Untergruppen ersetzt werden kann, welche wie das Functionen- 
system des Hülfssatzes aufgebaut sind und sich gegen einander vollständig 
absondern. 

Die Differentialgleichung hat also ein System von m Integralen^ in 
welchem die zu einer X-fachen Wurzel der zum Nullpunkte gehörigen Funda-- 
mentalgleichung zugeordnete Gruppe die Form hat 

U2 = x'\(p2+(pi\ogx\^ 

Uz = af\(pi+2(p2logX'\-tpi{\ogxy\^ 



(4.) 



fi, = x'\(pi^+[lj-l),(pi^^,logx+{k,-l)2(p,^^2{logxy^ 

^3 = X' \Xz + 2x2 \ogx + Xi (log xy\, 

«?/. = ^1//,+ (^2~l}i/;,-ilogx+(A,-l),/;,,.2 (log a:jH ••• + ;fi(logir)'-^'|, 
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WO die Functionen ip^^ /17 ••• ^on einander linearunabhängig sind und 

Aj -}" /'2 "}- • • • = A, 

ist. 

Diese Darstellung gilt zunächst nur in der Nähe des Nullj)unktes : 
ihre Gültigkeit erstreckt sich aber weiter auf die ganze Umgebung des Null- 
punktes, wenn dieselbe als das Innere des um den Nullpunkt beschriebenen 
Kreises, welcher durch den nächsten wesentlich singulären Punkt der Diffe- 
rentialgleichung geht, definirt wird. Denn da ein Punkt x = a, in dessen 
Nähe nicht alle Integrale der Differentialgleichung sich nach ganzen Po- 
tenzen von x—a entwickeln lassen, ein wesentlich singulärer Punkt der 
Differentialgleichung genannt wird, und in der Umgebung des Nullpunktes 
ausser dem Nullpunkte kein solcher Punkt liegt, so hat in dieser Umgebung, 
abgesehen vom Nullpunkte, jedes Integral tiberall den Charakter einer 
ganzen Function, folglich auch 9?!, weil af nicht Null noch vieldeutig wii'd, 
femer auch cpi^ weil loga: nicht unendlich noch vieldeutig wird, u, s. f. Also 
alle Functionen f/?<, , /^ , ... haben in der Umgebung des Nullpunktes, wenn 
man von diesem Punkte selbst absieht, den Charakter ganzer Functionen 
und sind eindeutig in seiner Nähe; sie lassen sich daher in der Umgebung 
des Nullpunktes in Reihen entwickeln, welche nach ganzen Potenzen von 
X und x"^ fortschreiten. 

Eine wesentliche Eigenschaft der Form (4.) ist, dass jede Gruppe in 
eine bestimmte Anzahl non Untergruppen zerfällt , und jede Untergruppe eine 
bestimmte Anzahl ton Elementen enthält. 

Um dieses zu beweisen, setzen wir der Einfachheit halber voraus, 
dass nui' eme emzige Gruppe vorhanden sei; denn es reicht offenbar aus, 
diesen Fall zu betrachten. 

Man beachte dann, dass alle möglichen Veränderungen, welche man 
mit einer Gruppe von der Fonn (4.) vornehmen kann, ohne die Form zu 
zerstören, durch die Veränderung der letzten Elemente der Untergruppen 
erhalten werden, weil aus einem solchen Elemente die ganze Untergi-uppe, 
zu der es gehört, abgeleitet wird. Denkt man sich imn diese Elemente in 
eine solche Reihenfolge gebracht, dass der Grad jedes folgenden in Bezug auf 
den Logarithmus nicht grösser ist als der Grad irgend eines vorhergehenden, 
ßo können zunächst diejenigen unter ihnen, welche den höchsten Grad be- 
sitzen, wegen der Unabhängigkeit ihrer letzten Coefficienten nicht durch 
andere Functionen von niedi'igerem Grade ersetzt werden. Geht man dann 
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ZU denen über, welche nach jenen vom höchsten Grade sind, so können 
sie ebenso wenig durch Functionen von anderem Grade ersetzt werden. 
Denn der Grad kann aus demselben Grunde wie eben nicht erniedrigt 
werden ; auch kann er nicht erhöht werden, weil den neuen Functionen die- 
selbe Eigenschaft der Unabhängigkeit ihrer letzten Coefficienten zukommen 
muss. Setzt man diese Betrachtung fort, so erkennt man, dass flir ein 
zweites System von Integralen von der Form f4.) die Reihe der letzten 
Elemente, welche die Untergnippen vertreten,, mit der ursprünglichen Eeihe 
hinsichtlich des Grades der einzelnen Functionen übereinstimmt. Das nene 
System enthält also dieselbe Anzahl von Untergruppen und in diesen gleich 
viele Elemente wie das alte. 

Als eine weitere Eigenschaft der Form (4.) möge noch angeführt 
werden, dass wenn die Differential glei(?hung überhaupt Integrale besitzt, in 
denen alle Coefficienten der Potenzen des Logarithmus von endlicher Ord- 
nung unendlich werden, alsdann in einem System von Integralen von der 
Form (4.) alle derartigen Elemente in ihren zugehörigen Untergruppen 
immer am Anfange stehen. Wenn nämlich ein Element diese Beschaffen- 
heit hat, so wird dieselbe von allen in der betreffenden Untergruppe voran- 
gehenden Elementen getheilt. 



2. 
Die lineare homogene Differentialgleichung m^^^ Ordnung 



(1.) 



welcher ein gegebenes System von m unabhängigen Functionen yi, y^, 
genügt, erhält man aus dem Gleichungssystem 
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ist und Dfl diejenige Determinante bedeutet, welche aus D entsteht, wenn 
die a*® Colonne durch die lieilie der m*®° Ableitungen ersetzt wird. Der 
in den Coefficienten auftretende Nenner D verschwindet wegen der Unab- 
hängigkeit der Functionen yi, y^, ... y,n nicht identisch. 

Wir setzen nun voraus, dass das System der Functionen yi, y^, ... y,n 
die Form (4.) der vorigen Nummer besitzt. Die erste Gruppe möge zum 
Werthe r gehören, l Elemente enthalten und in n Untergruppen zerfallen, 
welche beziehungsweise ii, Aj, ... l„ Elemente in sich schliessen; ftir die 
zweite Gnippe seien die entsprechenden Grössen s^ u^ p^ u^^ u^^ ... u^ 
u. s. f. Also das Functionensystem habe die Gestalt 

Vi -^'{9^3+2y2loga:+f/),(logx"}, 

y/, -a?'^{y/r^(Vl)i9'i,-iloga;4(Ai-l)2y;^.2(logxf f.-.ty,floga?)^'-'}, 

y/.+2=a?^{<iP/,+2iy.,4iloga:}, 
y/.+3=-^'{^/.+3+2(pi,^,loga?+</)2,.^,(loga?)'}. 






WO die Differenz von irgend zwei der Grössen r, s, ... keine ganze Zahl 
ist und sämmtliche Functionen (p in einem gewissen den Nullpunkt ent- 
haltenden Bereiche eindeutig und, abgesehen vom Nullpunkte, auch stetig sind. 
Die charakteristische Eigenschaft eines solchen Systems von Functionen 
besteht darin, dass nach einem Umlaufe um den Nullpunkt jede Function 
in einen linearen Ausdruck aller übergeht. Denn es findet für jedes Element 
eine Gleichung von der Art der Gleichung (2.) der vorigen Nummer statt; 
für die erste Untergruppe lauten beispielsweise die Gleichungen, wenn die 
Function, in welche y,, nach einem Umlaufe um den Nullpunkt übergeht, 
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mt f , riPrzekLKr: ismd wr = r^^ gesetzt wird, 

Ac-i 'iie^rr Ei^naeluar folgt aber, dass die Coeffieienten der Diffe- 
rendal^'.rrirLciiz 1.' in der Xähe des Xallpnnktes eindeutig sind (siehe die 
AbL li-r? Herrn Fmdks. dieses Jonrnal. Bd. 66, S. 143 und die Abb. des 
Herrii Frobemm. dieses Journal. Bd. 76, S. 241). 

Femer las*: sich von der Beschaffenheit der Functionen pi, ... p„ 
n«x*h Folgendes aussagen: 

Wird um den Nullpunkt als Mittelpunkt ein Kreis beschrieben, der 
durch den nächsten der Punkte geht, in welchem einige der Functionen (p 
den Charakter ganzer Functionen verlieren, so stellt sein Inneres die Um- 
gebung des Nullpunktes in Bezug auf die Differentialgleichung A.] dar. 
Denn wenn in einem Punkte, welcher nicht der Nullpunkt oder der Un- 
endlichkeitspuiikt ist, von den Functionen ^^i, y., ... y. die Function (f^ 
zuerst aufhört, eindeutig und stetig zu sein, so findet dieses auch unter den 
Functionen fi, y^. ... y . für y. zuerst starr. Nun können in der Umgebung 
des Nullpunktes noch aussenn'esentlich singulare Punkte der Differential- 
gleichung (1.) liegen, d. h, Ihmkte, in welchen die Coeffieienten der Diffe- 
rentialgleichung unstetig werden, die Integrale dagegen sämmtlich den Cha- 
rakter ganzer Functionen behalten. Aus der Gleichung p^=^ — -^ folgt, 

dass in ihnen die Detennmante D verschwindet, weil mindestens für einen 
Wertli von a die Function p^ in ihnen unendlich wird. Femer ist von 
mehreren Seiten gezeigt worden, dass in einem ausserwesentlich singulären 
Punkte p^ höchstens von der a**^ Onbmng unendlich wird. Daher sind im 
Inneren des Wschriebenen Kreises die Coeffieienten der Differentialgleichung 
(1.) eindeutig und können, abgesehen vom Nullpunkte, nur in den Punkten, 
in welchen /) Null winl. in der Weise unstetig werden, dass p^ höchstens 
von der vi*^'" Onlnung unendlich winl. 

Aus dem vorgelegten Funcrionensvstem erhält man nun wieder ein 
glelchartigt^s, wenn mau von den Functionen y i , j i • . . • jr ,« einige fortlässt, 
welche in ihriMi hoxUglichen Untergruppen den Schlnss bilden. Daher ge- 
ntljrt tlAHÄclbe auch einer linearen homogenen Differentialgleichung mit ein- 
doutijton Coofficionten, und die zu der neuen Differentialgleichung gehörige 
Umftt^bnng doÄ Kullpunkh^s enthalt lüe in Bezug auf die ursprOngliche Diffe- 
rdlltlHlirloiehun^ {\^ definirte Umgebung des Nullpunktes vollständig in sich. 
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Man liat daher den Satz: 

Jedes System von Functionen^ welches aus einigen der Functionen yi, 
^2 7 ••• y,n so gebildet ist^ dass immer auch die in ihren bezüglichen Unter^ 
gruppen vorangehenden Functionen vorkommen ^ genügt einer linearen homo- 
genen Differentialgleichung mit eindeutigen Coefficienten ^ und die zugehörige 
Umgebung des Nullpunktes schliesst die zur Differentialgleichung (1.) gehörige 
Umgebung in sich. 

In diesem Satze ist der folgende als besonderer Fall enthalten: 

Unter den linearen homogenen Differentialgleichungen (m— 1)^^^ Ord- 
nung, welche durch m— 1 der Functionen yi, ^2, ••• y,n befriedigt werden, ist 
die Anzahl derjenigen, deren Coefßcienten in der Nähe des Nullpunktes ein- 
deutig sind^ so gross als die Anzahl der Untergruppen in dem Systeme (2.). 

Denn da dann das fehlende m^^ Integral eine Function sein muss, 
welche den Sehluss einer Untergmppe bildet, so giebt es so viele Diffe- 
rentialgleichungen der betrachteten Art, als letzte Elemente von Untergruppen 
vorhanden sind, d. h. als Untergruppen vorkommen. 

Nun bezeichne 

(4.) -£3+9i-£ä+-+^,«-.y = Ay) = o 

eine Differentialgleichung, welcher m—1 der Functionen y,, ^2? ••• ym ge- 
nügen. Für die Untersuchung der Multiplicatoreu der Differentialgleichung 
(1.) ist es von Wichtigkeit, den Ausdrack firj) zu betrachten, wo t] das 
fehlende Integral der Differentialgleichung (1.) bedeutet. 

Wenn nun rj eine Function ist, welche in dem obigen Systeme (2.) 
am Ende einer Untergruppe steht, so sind nach unserem Satze die qr, , ... q„,^i 
eindeutige Functionen in der Umgebung des Nullpunktes. 

Zugleich ist dann 

wo die Function (p{x) in der Umgebung des Nullpunktes eindeutig ist und q 
dasjenige r bedeutet, welches zu der Gruppe, aus der rj genommen ist, gehört. 
Um dieses einzusehen, setze man der Reihe nach die Functionen yi , 
jf2, ... y,„ in einen beliebigen linearen homogenen Differentialausdruck 

ein. Die Ausdrücke, welche man dann erhält, bilden auch ein Functionen- 
System von der Form (2.); nämlich es wird 
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R{y,) =af\4>, +(a-l},*._|logx +(a-ll,*._2(loga:)^ +-+*i(logar)-^(, 

(a = 1, 2, ... Äi), 

(a = 1, 2, ... Äj), 
(a = l, 2, ... ^,), 



wo für a^ii die Function x'^*« sich sowohl aus den Functionen af(p^^ 
x^if2^ ... x^if^ und ihren n ersten Ableitungen als auch aus den PotenzcD 
x"^^ a;"^, . . . a?"** und aus den Functionen ri , rj , . . . r„ linear zusammen- 
setzt, und für die übrigen Untergruppen dasselbe Bildungsgesetz gilt. 

Dieses wird bewiesen sein, wenn es für einen einzelnen DiflFerential- 
quotienten 

gezeigt worden ist. Da femer die einzelnen Untergruppen sich auch in 
Rücksicht auf diesen Satz vollständig sondern, so braucht man nur die 
Functionen einer einzigen Untergruppe, etwa der ersten, zu betrachten. 

Wir bilden nun für h^K den Ausdruck F{yi) , indem wir den Coef- 
ficienten von (loga?)*""^ in F{yi) bestimmen, und bezeichnen dabei der Kürze 
wegen den Coefficienten der A^®^ Potenz des Logarithmus einer ganzen 
Function f des Logarithmus durch 

Nun ist 

[/^(<Pi(loga:rO]c,o,.)*-. 

Für h^g wird diese Gleichung 

- fr«^ ^^"^•*"'y. ^!ZiCl?i£)!zL 1 rn^ ^""^^1 d^(iogg)^-^ 

+ Vi — . — I 



• • • 



^^ ^(hwäf 
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Es ist aber 



^9-1+/ ^9 



L dx»-'+^ J(io2x)*-r/ "" 

WO a eine ganze Zahl ist, die nur von g—1 und /abhängt, aber von h un- 
abhängig ist. 

Setzt man hier wieder h = g, so ist 

Aus diesen Gleichungen folgt, dass 

lF{cp,aogxY'%,o,.,^^, = (A-l),.i[F((/),(loga:rO]oog.). 
ist 

Setzt man hierin für (fi^ h, g beziehungsweise x'^cp^, ä— e+l, g—e+lj 
80 erhält man, wenn man noch mit (A— l)^i auf beiden Seiten multiplicirt, 
die Gleichung 

[F{(Ä-l),,,ar<p,(loga:)^-}]oo6.)^-. = ih''l),.,[F{(g^lU,x^(p,{\ogxy'%,,,^,^ 

Wenn man nun über diese Gleichung nach e summirt für , e = 1, 
2, . . . Ä, so erhält man in der That 

[^Mdogx)*-^ = (A-i},-i[^(y,)](iogx)«. 

Man erkennt auch, dass der Ausdruck rechts sich linear aus den 
Functionen afcpi^ af y,, ... x''(pg und ihren n ersten Ableitungen zusammen- 
setzt und sonst nur ausser ganzen Zahlen die Potenzen x'\ x"^, . . . x'^ 
linear enthält. Es ist also der Beweis geführt, dass die Ausdrücke /i(jf«) 
die angegebene Form annehmen. 

Wenn nun der Differentialausdruck R(y) so gewählt wird, dass die 
Functionen yi, ... y^-i der Differentialgleichung Ä(y) = genügen, so re- 
ducirt sich Riyn) auf den Ausdruck 

[^]„.,,+4^]„.„,+-+'-.w..... 

Unter Hinzunahme der Voraussetzung, dass die Functionen ri , ... r^ 
eindeutig in der Nähe des Nullpunktes sind, wird dieser Ausdruck gleich 
af*Ä^ wo auch *a eindeutig ist. 

Da nun für die Function f(r]) die gemachten Voraussetzungen zutreffen, 
so hat f{ri) in der That die angegebene Form. — 

Es soll nun allgemein die Natur der Differentialgleichung (4) fmd der 
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Function f{7i) ermittelt werden y wenn für tj irgend eine der Functionen yi, 
!f 2 ? • • • y,n genommen wird . 

Wir setzen y^ für ??, wo also h eine der Zahlen 1, 2, ... m be- 
deutet, und bezeichnen die Differentialgleichung (4.), welcher die Functionen 
yi? ^2 1 ..• ym i^it Ausschluss von y^ genügten, durch 

und die zugehörigen Functionen *« durch *«. 

Es genügt, den Fall A^Aj zu untersuchen. 

Dann lautet, wenn r« denjenigen der Werthe r, s, ... bezeichnet, 

welcher zu der Gruppe, in der y^ sich befindet, gehört, das Gleichungs- 

h h h 

System, aus welchem die Functionen gr, , q^^ ... gr„^_, zu bestimmen sind, 



afa*^ = 0, (a=l, 2, ... A-1; A,+l, ^^ + 2, ... m), 

^«(*A+a+(Ä + a-l).*Ä+«-ilogx+... + (Ä + a-l).i,(loga?r) = 0, 

(a = 1, 2, ... li — h). 

Mit Hülfe der Formel 

(A + a-l),-(Ä + a-l\.,(Ä), + (A + a-l)«_JA+l\-... 

... + (-.l).-i(Ä+a-l),(Ä+a-2)._, = (-!)-> (Ä + a^l). 

erhält man hieraus durch Induction das Gleichungssystem 

af«*, = 0, (a=l, 2, ... Ä-1; A,+l, A, + 2, ... m), 

^<*A-.a+ (-irHÄ+a-l).*,(logxr) = 0, (a = 1, 2, . . . X,^h). 
Man setze nun 



h 



ar«*a = Oao + öflig'l + --- + öaiH-Wm-i, (^ = 1, 2, ... m) , 



ferner 



Z) = 



a 



10 



a 



11 



• . . (^im—l 



O20 ö>| ... Ö2,„_ 



m-1 



a 



//lO ^//«l 



• • • ^min—\ 



wo dann D dieselbe Grösse ist wie die am Anfange der Nummer so genannte 
Grösse, und bezeichne durch D^,^ die zu a,,e gehörige Unterdeterminante von D. 
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Dann ist 



9« ^ ^^' l>ÄU+W,/>A+iologar+(Ä+l),/>A+2uClogir)*+...+ (A,-l)A_il>a,o(loga;)i.-* 

und 

* D 

h 
Hierdurch ist die Differentialgleichung f{y) = , der die Functionen 

ffu ••• Vh-if Vh+i, .•• !fm genügen, und die Grösse 



h h 



bestuomt 

Da /"(y^) weder identisch Null noch beständig unendlich ist, so folgt, 

indem man h gleich A, setzt, dass dieses auch für ^— und für -^ gilt 

In dem gefundenen Resultate ist nun der Satz enthalten: 
Wenn man für 

die lineare homogene Differentialgleichung (m —ly^ Ordnung 

welche mit der DifferenticUgleichung (1.) a//e Integrale j^i, jf2, ... j(^ mit Aus- 
schluss eon ifh gemein hat, bildet, so stellen die Ausdrücke 

Ä 7 (A = ^l7 Al 1, ... 1), 






(A.-1)*-. 


Z,+A ' 


y^ff — «»21 '•2 ■*-l ... 


^n 


(_1)A+A-1 


1 


(Ä = ,«i, ,",-1, ... 


1), 


O,— 1)ä-1 


/ Cy?.-hA) 





etne AeiAe ron Functionen dar, welche dieselbe Form wie das Functionen- 
System ^i, ^27 ••• Vm besitzt; nämlich es ist 

21» 
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V 1 i^.-i * _ ^^■" 






* = %^+(^.-l)i(X;^^logx+(^,-l),^j^^(logxr+-+%i'(logx)^.-S 



/_1'vi,+i,-l ^ _ -Pii+Ü." 

f (jyi^+x,) 









•1(-i)^'Yf,— = V'+(^-i)'(X^i«g-+(^-i)^(Ä^(iog-/+- 



•••+^^aoga:)^-S 



(_l)i+/'.-i 



1 Di+u,(t 






(_l)i+A'i-2 1 



''■-'^' '7-(,.«-,) <"•-"■ 



~ (u.-i\D^ D ^^^^> 



^^^r u.-^' . = r??^fiTF+2^^i^logx+^(log.n 






I: 



■■■+^^(iogxy—, 
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Setzt man 



m 



D ^ x' & 



oder 
und 

80 sind die sämmtlichen Grössen & und ^^^ in der Nähe des Nullpunktes 
eindeutig und besitzen in der zur Differentialgleichung (1.) gehörigen Um- 
gebung desselben überall ausser im Nullpunkte den Charakter ganzer 
Functionen. Daher gehören die einzelnen Gruppen des eben gebildeten 

Functionensystems zu den Werthen — r, — «, — Die Grössen q^ lassen 
sich, indem man die Potenz a:'''^^^'^ x'^* weghebt, als Quotienten von ganzen 
Functionen des Logarithmus mit eindeutigen Coefficienten darstellen. 

Die Determinante D, welche in den reciproken Werthen von /(y*) 
Überall als Nenner auftritt, ist bekanntlich, wie auch aus der Gleichung 

unmittelbar abzuleiten ist, durch 

gegeben. 

3. 
Wenn mit der Differentialgleichung m*«»" Ordnung 

die DiflFerentialgleichtmg (m— l)*«"" Ordnnng 

(2.) ^+gt^+-+q.-.y = riy) = o 

alle Integrale gemein bat, so besteht bekanntlich zwischen den beiderseitigen 
Coefficienten der Zusammenhang 

(3.) \ 'J 
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Durch Elimination der Grössen ^r^ , ... q,,,_i erhält man fUr ji 
eine Differentialgleichung (m — 1)*«'^ Ordnunjj, welche al)er nicht linear, 
sondern vom m^«» Grade ist. Hat man eine Lösung für qi gefunden, so 
liefern die Gleichungen (3.) sofort die Werthe der zugehörigen Grössen 

Das Gleichungssystem (3.) kann man andererseits benutzen, um aus 
den gegebenen m Integralen yi, ^2? • • • ym die lineare Differentialgleichung 
(1.), der sie genügen, zu bilden, indem man zuerst die Differentialglei* 
chung (2.) aufstellt, welche m— 1 der Functionen yi, y^, . . . y^ zu Integralen 
hat. Die Bedingung, dass die fehlende Function y* die Differentialgleichung 
(1.) befriedigen soll, liefert dann noch eine Gleichung, aus welcher pi zu 
bestimmen ist. Sie ergiebt sich in folgender Weise: 

Es ist, wenn man die Bezeichnungen der vorigen Nummer beibehält, 

___ dlogD 
P^ -äx— 

Nun ist aber, wenn man die Detenninante D nach der zu y* gehörigen 
/^ten Zeile entwickelt und die der Gleichung p^ = — ^ entsprechende Glei- 
chung q^ = --— berücksichtigt, 

D = {^iy-'Jf{y,\ 
also 

P' "" dx dx 

oder 

(ö.) p, - q,+ -^ 

Umgekelirt kann man, wenn pi, ... p„^ vorgelegt sind und der 
Ausdruck 

bestimmt worden ist, aus der Gleichung (3'.) gr, und dann aus den Glei- 
chungen (3.) die übrigen Functionen q^ berechnen und dadurch 'die Inte- 
gration der Differentialgleichung (1.) auf die Behandlung einer Differential- 
gleichung von niedrigerer Ordnung zurückführen. Die Grösse M ist nun, 
wie daraus abgeleitet wird, dass f{y) = CM"^ erste Litegralgleichung zu 
(1.) ist, ein Multiplicator der Differentialgleichung (1.) (siehe die Abh. 
des Herrn Tfiome, dieses Journal, Bd. 75, S. 271) und genügt der Diffe- 
rentialgleichung 
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(4.) ±-M-£;^,{p,M) + ^,{p,M)-.:+i-irp^M = 0. 

Aus diesem Umstände, dass die Multiplicatoren der Diflferentialglei- 
chung (1.) einer homogenen linearen Differentialgleichung m^®"" Ordnung ge- 
nügen, folgt, dass es ein System von Multiplicatoren von der in No. 1 auf- 
gestellten Form (4.) geben rauss. 

In der vorigen Nummer ist nun gezeigt worden, dtus man aus einem 
die Form (2.) der No. 2 besitzenden Systeme eon Integralen der Differentuü-- 
gleichung (1.) ein ebenso geformtes System von Multiplicatoren herleiten kann, 
welches gleich viele Gruppen und in jedet* gleich viele Untergruppen von 
gleicher Anzahl der Elemente enthält. 

Zu dem Ende hat man nur zwischen den Integralen und den Multipli- 
catoren den Zusammenhang 

^' ^'-^^ fCyO 

(5.) (..... 

I 



1 



festzusetzen. 

Die Gruppen des so erhaltenen Systems von Multiplicatoren gehören 
zu den Werthen —r, — «^ ..., und die den Functionen (p^ entsprechenden 
Functionen sind in der für die Differentialgleichung (1.) definirten Um- 
gebung des Nullpunktes überall eindeutig und stetig ausser im Nullpunkte 
und den Punkten, wo die Determinante D verschwindet. 

Aus den Gleichungen '3'.) und (3.) folgt auch, was noch zu be- 
weisen übrig geblieben ist, dass die Anfangselemente der verschiedenen 
Untergruppen von einander unabhängig sind. Wenn nämlich zwei Grössen 

f{yj) und /"(y^t) bis auf einen constanten Factor einander gleich wären, 

80 würde zunächst nach Gleichung (3'.) q\ = qx und dann nach den Glei- 



k 



chungen (3.) für jedes a qa = ga s^in. Das hiesse, die Differentialgleichung 
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fm— l)^®r Ordnung 






wird nicht nur durch die Functionen y i , ... yA_i , y^+i ? • • • ^m sondern 
auch durch y^ befriedigt, was aber nicht möglich ist, da eine homogene 
lineare Differentialgleichung (m—l)^"^ Ordnung nur m— 1 linearunabhängige 
Integrale hat. 

Berlin, den 15. Februar 1875. 
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Zur Theorie der Hesseschen Determinante. 

(Von Herrn Pasch in Giessen.) 



W enn eine homogene Form mittels linearer Substitution sich in eine 
andere transformiren lässt, in welcher die neuen Veränderlichen nicht sämmt- 
lich enthalten sind, so muss die Determinante der Form identisch ver- 
schwinden. Wie weit umgekehrt die Möglichkeit einer derartigen Trans- 
formation bei mehr als zwei Variabein und höherem als zweitem Grade 
durch das Verschwinden der Determinante bedingt wird, hat sich aus He$se% 
Untersuchungen im 42. und 56. Bande dieses Journals nicht ergeben. Im 
Folgenden werden einige auf die fTe^^esche Determinante bezüglichen Re- 
lationen mitgetheilt, welche die Frage für cubische Formen mit drei oder 
vier Variabein unter Berücksichtigung der dabei auftretenden besonderen 
FiQle erledigen. 

1. 
Bezeichnet man mit f eine homogene Form m^^ Grades von n Va« 
riabeln Xi...x^y mit t, Ar, l, a, ß, y Indices, welche die Werthe l...n durch- 
laufen, und setzt man: 

ö^ = ^'^ a^ = ^« = ^« U.8.W., 

so ist die Determinante von f: 

Da die mit willkürlichen Grössen jfi..*jf«^ ri-*-r» gebildete Determinante 



Inf »lfm ^initll 

verschwindet, so hat man: 

(1.) ^rJ,,y,J^' = ^-^r,y„ 

wo J^=^J^ die Subdeterminanten (»— 1)^«" Grades aus den /"« sind, und 
kann daraus mit Einführung wUlktlrlicher Grössen f i . . • I» durch wiederholte 
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Attsftlhrang der Operation 



fi+-3r-^iH \"szrt 



die, ^ ö«, dxt 

wöitere Identitttten ableiten. Unter der VoransBetzang, dass ^^ ftir j< 
Werthsystem Xi...t., verschwindet, erhält man, wenn die partiellen Ablei- 
tungen überall in derselben Weise wie bei f durch Lidices unterschieden 
werden : 

(1».) SrJ„y,§,Ji+SrJy,yJ„J»' = 0, 

(l'O :Sr,r^y,iJßJiß+2Sr,fyf,y,UßJt+SrJ^ß9,Uft^ => 0, 
il^)Sr/t^iaißSy^ßy+S:Sr/u,9i^JßS^J%^SSr,fußry^aißSyJ^*-:Sr,fi^f^^^^ 

Hierin werde Xi...x, für yi...y» gesetzt; dann ergiebt sich: 

(2-.) ^rJ,J* = 0, 

(2».) (m-l);?r,Af.^ + («-2):S'r,A„|„^* = 0, 

(2*.) (m-l)2r,rJJßJ!iß+2{tn-2)2r,f,ßUß^i+(.n^^)Sr,f^ßUß^ = 0, 

\+Sim-3)SrJ^,Uflir'^'^+(.fn-4:)SrJ^ß,iJp§^J" ^ 0, 
Wird dagegen in (1'.), (1*.) und (1'.} ^i...l, für yi...y. geschrieben, so kommt: 

(3-0 :sr,r^i„j^ = 0, 

(3».) :SrJ,ßUß^i+2rJ^ßUß^ = 0, 

(3'.) Sr,r,^Ußiy^iß+2^r,f^rUßSyJi-\- ^r.t^ßyUßiy^ = 0, 

und durch Combination der Grleichungen (2\), (2".), (2*'.) mit resp. (3*.), 

(3*.), (3«0: 

(4'.) 2r,fajß^iß = ^r,f^ßUß^% 

(4«0 :SrJJJß§^J^ß^ = 3:Sr,r,ß,Ußir^^+2SrJ^ß^§Jß§^J^. 

In den Gleichungen (4\) und (4'.) wollen wir jetzt die willkttrlichen 
Grössen ri...r^ durch die partiellen Ableitungen der Form f ersetzen. 
Dadurch ergiebt sich schliesslich, da ^fiJ* und J^fJ^J'^ nach (2*.) und 
(4".) für alle k verschwinden: 

(5.) sr,f,Uß^ß == 0, 

(6.) Sf.fJJß^J^ßr = 0. 
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Eb mag hier kurz angedeutet werden, wie aus der Qleichung (1.) 
gewisse von Jacobi *) angegebene Identitäten folgen. Wenn man nämlich 
tlber J keinerlei Voraussetzung macht und somit bei der Bildung der Glei- 
chungen (1\) und (l^) die als verschwindend weggelassenen Glieder wieder- 
herstellt, so treten an ihre Stelle die Gleichungen: 

Aus diesen ergiebt sich, indem man yi...y» in (1.) durch li...!«^ in (7^) 
durch Xi...x^ ersetzt und die Resultate combinirt, sodann mit (7^) und (7\) 
ebenso y erfährt: 

2. 

Die Determinanten zweiten Grades aus dem Systeme 

1*4 1*2 • • • ^» 
$1 $2 • * **a 

mögen in irgend einer Reihenfolge mit 

{re)\ (r#)^ . . ., (r#)W*-^> 

und mit fi, v Indices bezeichnet werden, welche die Zahlen von 1 bis 
-^«(ii-^l) durchlaufen. Dann folgt aus der fbr willktUrliche Werthe von 
Jfi«*«Sf»> Tx...r^y ^i***^i.> ^•••if» gültigen Gleichung 

/ 11 • • • / 1« ^luVl •*! 



= 0, 



r,...rn 2^,y, 

wenn man unter 9^*^ = 97''^ die Subdeterminanten (n — 2)^'' Grades aus den 
fik versteht: 

(8.) :S{r$Y{fu)]y,<p^^ ^ 2e,u,J^.S:r,y,^:Er,u,J\2:e,^^ 

und hieraus unter der Voraussetzung, dass sämmtliche J^ für jedes Werth- 



^ Dieses Journal Bd. 40, S. 318. 
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'I- 



Indem man kkrm f:...f. mtat imrch x,...«,^ aodann durch fi...|. enetzt, 
findet man: 

8».' -..--l -r.r# '(/■.'?. 9r^(-- 2) ^ir#>-(^«): 1.9^' = 0, 

und dwh Comlniiuktt dar Gleichungen (8*.)« ^^ init resp. (9'.), (9*.): 

UV.; Xr#>/«%-.yr = 0, 

Die letzte Gleiehang geht, irenn man fi...f» für r,...r,, «i>>.». für «i...«, 
««."hreibt und berfieksiehsigt. dass ^ifu}'^" wegoi (8\) für alle v vct- 
»ehwindet. Aber in: 

ai.^ ^:r»''^f-rUß9rß = o. 

Analog den Oleiehongen (1.) nnd (h.) e^ebt ach die folgrade: 

weuu m^t die IVtenuiiumten dritten Grades ans dem Systeme 

*i *i • • • *• 
• i • • • * * •« 
\\\ \v^\'\\\\ oiuoi Koihoutoljtt^ mit 

iViuoi mir \s o Imlioo*. wi>lohe von 1 bis ^»(»— l)(ii— 2) variiren, und 
mit v'^^-v''^ ^lio 8uMt*lt*rnüuiumni ,«i~3'^*« Grades aus den /« bezeichnet 
\\{\\\ hUo vomuiniwt^UI, da*» «Xnuuiliche y"" identisch verschwinden, so 
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hat man: 

(12^) ^irsty(fue)fyfXf;^^ = 0, 

(12*.) Sirst)HM)ty,S,tti'+2irsty(fuf>)J,y,SaV^'' = 0. 
Hieraus resnltirt endlich die Relation: 

(13.) :s{rst)^(rut>y§,xptr = 0, 

wenn man yi...y, in (12*.) durch fi...^„, in (12\) durch Xi...x^ ersetzt 

3. 
Die in 1. gewonnenen Beziehungen lassen sich für den Fall ver- 
werthen, dass die Determinante J identisch verschwindet, nicht aber alle 
Subdeteilninanten J^ zu gleicher Zeit In diesem Falle ist die in ri...r^ 
quadratische Form Srir^J'^ das Quadrat einer linearen Form, wie auch 
«i--^« gewählt werden mögen. Nun sind die-^*fürm = 3, « = 3 vom 
zweiten, für m = 3, « = 4 vom dritten Grade, mithin von den Formen 

^r^r^^ß^Jß, SriTj^J^ß^Sa^ß^Y 
die erste für m =s 3, n » 3, die zweite für m = 3, n == 4 das Quadrat eines 
Ausdrucks 

air,4-a2r2 + -- + a,r,, 

wo öl ... a, von Xt...x^ unabhängig sind und nicht gleichzeitig verschwinden. 
Es besteht folglich für cubische Formen mit drei oder vier Variabein unter 
der angegebenen Voraussetzung, da alsdann die Gleichungen (5.) und (6.) 
stattfinden, eine Relation von der Form 

»i/'i + öj/iH l-a^A = 0, 

d. h. eine lineare homogene Relation zwischen den partiellen Ableitungen 
von f mit constanten Coefficienten. 

Sobald alle Subdeterminanten J^, nicht aber sämmtliche y^*' gleich- 
zeitig identisch verschwinden, geht man auf die Formeln (10^) und (11.) 
zurttck. Es sind nämlich in diesem Falle fUr m = 3, n = 3, wo die 9)'* linear 
sind, die Formen /i, /i, /j wegen (10^) durch eine flir beliebige u gültige 
Gleichung 

«1 (r^' + «2 (r^f + et, [fuf = 0, d. i. 2± f, v^ a, = 0, 

in welcher a,, a,, «3 von Xj, x^^ x^ unabhängig sind und nicht gleichzeitig 
Null werden, mit einander verknüpft Für m = 3, « = 4 ist unter derselben 
Voraussetzung JS{uf>y {ueftp^'' das Quadrat eines Ausdrucks -S'inirj/ijqr^, 
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wo die Werthe (pgY-'-ip^T xnr tou x,...x abhängig sind, und da die 9/" 
vom zweiten Grade sind, 

das Quadrat einer Determinante JS'+wirj«,/?«, wo die WerÖie {aßf...{aß)* 
von Xi,.,Xt nicbt abliKngen und nicht gleichzeitig Null werden, so daaa auf 
Grund der Formel (11.) fUr beliebige « die Gleichung 

^±fitha^ß, = 
stattfindet Die partiellen Ableitungen einer cabischen temttren oder qua- 
temären Form sind demnach durch zwei lineare homogene Relationen mit 
Constanten Coefficienten verbunden, wenn alle J^ gleichzeitig verachwindenu 
Es bleibt noch flli m = 3, « = 4 der Fall zu erledigen, wo alle tpf" 
identisch verschwinden. Die ip^' sind alsdann linear; somit folgt ans (13.) 
flir beliebige u, v eine Beziehung von der Form 

yi(rt.e)'+y,(/i.r)'+y,(/'tte)'+j',(/'«e)* = 0, d.i. :S+At<,«>,y* = 0, 
wo ^,...;'«.von x,...Xi unabhängig und nicht sttmmtlich der Null gleich 
sind, wenn die Functionen yj^', d. i /'■•■.A, nicht gleichzeitig identisch ver- 
sehwinden. Diese Beziehung liefert drei lineare homogene Relationen 
zwischen A--A' 

4. 
Wenn die partiellen Ableitungen fi...f, einer Form / durch eine 
Relation 

«i/.+«,A+- + «.A = 
mit Constanten CoeMcienten (ti...a. unter einander verbanden sind, so kann 
man, wie Heste in den Eingangs erwähnten Abhandlungea nachgewiesen 
hat, neue Yariabeln jfi...jr, durch eine lineare Substitation 

derart einführen, dass die transformirte Form die Variable y. nicht enthält 
Zu dem Ende ist ea hinreichend, die CoefGcienten gi,...g„ den GrttaHn 
ai...a, gleichzusetzen. 

Dieser Satz ist sofort fUr den Fall zn verallgemeinem, wo l(3L<Zn) 
Relationen 

«Ai/i + a«/i+ ■•+fl*-A = Or h=l...i., 
mit Constanten CoeMcienten a„,,.ai, vorhanden sind. Die Form , 
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sich alsdann durch eine lineare Substitation 

Xi = 9iiyi+9ay2+"+9inyn 

in eine neue transformiren, in welcher die Veränderlichen y^_;t+i? y«-a+2 7 •••? y« 
nicht Yorkommen. Eine solche Substitution wird erhalten, indem man den 
Coefficienten gt^n-x^k ^ • = 1...» und ä = 1...A die Werthe a^« beilegt. 

Durch die vorangeschickte Betrachtung sind somit folgende Sätze 
erwiesen: 

Eine homogene ganze Function dritten Grades eon drei Variabein 
[{xix^x^) lässt sich in drei lineare Factoren, zwischen denen lineare Ab- 
hängigkeit stattfindet, zerlegen, sobald ihre Determinante ^= ^±fufnfn 
identisch verschwindet *). Sie wird dem Cubus einer linearen Function 
gleich **J, wenn für alle Werthe der x und u 

fii fn An **! 

/2I /22 /sj. ^ 

/31 h2 hi ^3 

«X «2 «3 



Eine homogene ganze Function dritten Grades eon vier Variabein 
({xxX^x^x^) ist von höchstens drei linearen Verbindungen der Veränderlichen 
abhängig, sobald ihre Determinante ^ =^ ^ +fnf'nfysf^ identisch verschwindet. 
Man kann sie in drei linear abhängige lineare Factor en zerfallen, sobald die 
Determinante 

fn /12 /13 /14 **! 



= 0. 



fn 


A» 


A3 


A4 


«j 


tn 


A. 


A3 


A« 


«3 


Ai 


A. 


A3 


A« 


«« 


«1 


«2 


»3 


«4 






der Null gleich ist für alle Werthe der x und u. Endlich redudrt sich die 



*) Die Zerlegung ist auf anderem Wege nachgewiesen von Herrn Gundelfinger, 
Ann. di Mai Ser. II. T. V. p. 223. 

Wenn die Determinante einer ternären cubischen Form von dieser sich nur 
mn einen constanten Factor unterscheidet, so ist die Form in lineare Factoren zer- 
l^bar. Auch hieraus kann man den Satz herleiten, dass bei identisch verschwindender 
Determinante eine solche Form von höchstens zwei linearen Verbindungen der Va* 
llabeln abhängt. 

^) Vgl. Gundelfinger Math. Anq. Bd. 4 S. 571, Gram ebendas. Bd. 7 S. 239. 
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FumMou auf den Cubus einer linearen, wenn man hat 
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A. 


A3 


A* 


«1 


»1 


fn 


fn 
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für beliebige Werthe der Grössen x, u und «. 
Giessen, im December 1874. 
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Note über die Determinanten, welche aus Functionen 
und deren Differentialen gebildet werden. 

(Von Herrn Pasch in Giessen.) 



Uer Satz, dass die nothwendige und hinreichende Bedingung fttr die 
lineare Abhängigkeit von l Functionen einer Variabein x in dem Ver- 
gehwinden ihrer Determinante, d. i. der aus den Functionen und ihren Ab- 
leitungen bis zur (il— 1)^®>^ Ordnung gebildeten Determinante besteht, ist aus 
der Theorie der linearen Differentialgleichungen bekannt und unabhängig 
von derselben auf verschiedene Arten von den Herren Chrigtoffel*) und 
Frobemus **) begründet worden. Man kann diesem Satze folgende Fassung 
geben: 

Ver$chwindet die Determinante der Functionen fi..*fi 

für jeden Werth eon x, so $ind sämmtUche Determinanten l^^ Orade$ 
am dem Systeme 



f ^f^ 

'' dx 


dx' 


d'f. 

— i- • m • 

dx* 


f dfx 
1' dx 


dx' 


d'h 
dx* 



für jeden Werth von x gleich Null. 
Der Beweis der Behauptung muss alsdann auf rein algebraischem Wege 
geführt werden können. In der That ergeben sich, wie im Folgenden 
gezeigt wird, solche Beweise unmittelbar aus Formeln, welche in den 
citirteu ' Aufsätzen enthalten sind. Auch ist das Ergebniss einer gewissen 
Verallgemeinerung fähig. - 

Für die Determinante mehrerer Functionen von einer Variabein be- 
stehen folgende zwei Sätze: 



*) Dieses Journal Bd. 55 S. 281. 
♦*) Dieses Journal Bd. 76 S. 238, Bd. 77 S. 248. 
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L Sind ff*fi^ft Fnnctioiieii von x, und Betet man 
•0 fit'') 

n. Sind A*«*A Functionen von x^ und Betet man 

(-l)*+«P(/;...A.,A+i-.-A)==yo «= l-*, 
•0 iat**) 

wo ai«'.«!-«/?! •••/?« eine Permutation der Zahlen 1,..X bedeutet und ««1 
oder —1 iat, je nachdem die Permutation cur erBten oder zur jsweiten ElaaBe 
gehört (Die Functionen <p^ Bind die adjungirten Functionen der f^, multi- 
pliclrt mit D{fr...fi)). 

Man Bieht aber leicht ein, daBB dicBelben Beweiae für Functionen 
mehrerer Variabein X| , x^^ ... gelten, wenn man 

y^^,+9^w,+-^^f^ ^(^/)=<^A H^n-^^^fs ..• 

und 

I>(A-A) = ^±A-^A-^Y5...cr*-7i 
Betet, wo yi, ys, ••• willkürliche Grössen bedeuten. 

Aus dem Satze L ergiebt sich nun zunächst für beliebig viele Ver- 
änderliche: Ist D{fi...fi) identisch Null, so ist auch D(fi...fifi^i...fi^f,) 
identisch Null; oder: Verschwindet irgend einer der Ausdrücke 

/;, /)(A/i), D(AA/s), . .., 

BO verschwinden auch alle folgenden. — Denn es sei I>(A«**A}=' V^o der 
erste Ausdruck in der Reihe, welcher verschwindet, also D(fi...fi^i) nicht 



*) Frobenius dieses Journal Bd. 77 S. 247 und 251. 
^) Christo ffei dieses Journal Bd. 56 S. 299, Fro6emtit dieses Journal Bd. 77 S. 251. 
Vgl. in Betreff der Proportionalität der Functionen D(fPß,***^ß^) und Ji(!fm^»**^mi^^ 
die Abhandlung des Herrn BriU ,,Ueber zwei Bertlhrungsprobleme^ Madi. Ann. Bd. 4 
8« 527 fg§. 2. 3.)) wo homogene Functionen von drei durch eine Gleiehung TerknttpAen 
Variabein betrachtet werden; und wegen der dem Werthe « = il— 1 entqnredMndeu 
Oleiohung 

die Abhandlung des Herrn Ro$ame» ^U^ber Functionen, welche ein den FimetioBal- 
deteruiinanten analoges Verhalten seigen^ dieses Journal Bd. 75 S. 166. 
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identisch Nall; dann ist D(%...rp^)=^0 nnd folglich auch D(fi...fi^^)=:0 
für heliehig grosse positive /i. 

Wenn also ff.fi gegebene Functionen von verschwindender Deter- 
minante sind, so gilt die Gleichung O(A«**/i+^) = 0, wie man auch die 
Fnnotionen fi+i^^^fi+f, withlen möge. Es sind daher in der Determinante 
D{fi...fi^f,) die Elemente der jenen fi Functionen entsprechenden Reihen 
als wUlkttrliche Grossen zu betrachten, und mithin verschwinden sttmmt- 
liohe Determinanten l^^ Grades aus den l Übrigen Reihen ; d. h. : 

Wenn die Determmante der k ersten Cohnnen des Systems 



• • • 



verschwindet y so ist jede Determinante l^^ Grades aus diesem Systeme 
gleich NuU. 

Bei der Anwendung auf homogene binftre Formen gleich hohen 
(m^B) Grades empfiehlt es sich, die Determinanten auf diejenige Form zu 
reduciren, unter welcher Herr Rosanes sie a. a. 0. aui^pestellt hat, wodurch 
sie als Verallgemeinerung der Functionaldeterminante erscheinen. Es ge- 
nttgt, yi =: 1 nnd ^2 =» zu nehmen, so dass 

Nun hat man för ;^ = 0, ... i— 2: 

(•.-x)(«-x-l)...(m-i+2)^ = jS; C • h^—'-' dx'A'^'-^^ ' 
Bedient man cdch also der Bezeichnung 

■ ' I • • • 









= 3)(/i...A) 



und mnltiplicirt diese Determinante mit der folgenden 
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80 erhält man 

Insbesondere, wenn man setzt: 

A = -£(7)«{«>xl«r', also ^^£^=m\^'\ 
80 wird für A = m+1: 

und es ist somit der Beweis des algebraischen Theorems: 

Das identische Verschwinden der Determinante ^ifi.^^fi) eon X bi- 
nären Formen m'^ Grades ist die nothtoendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass die Determinante 

wird, foelche Werlhe man auch den Grössen 0^+"^ für i^O...!», )U=l...m— i+1 
beilegen mag, dass also sämmtliche Determinanten X^^ Grades aus dem Systeme 

a.V^ a{'> a^'> ... a^Ji^ 

a^P a{') a^^> ... at? 

verschwinden; mit anderen Worten, die Bedingung für die Existenz einer 
linearen homogenen Relation mit constanten Coefficienten zwischen den 
Formen fi-*>fi, 
mit Hülfe des Satzes I. auf eine Identität zurückgeführt — 

Man kann hiemach sofort die Bedingung angeben, unter welcher 
eine rationale Curve m^^r Ordnung sich auf eine gerade Linie reducirt oder 
ganz in einer Ebene enthalten ist — 

Wenn man Satz IL zu Hülfe nimmt, so braucht man Satz L nur 
für X --= 2, d. i. die Formel 

D{D{ff,\D(ff,),...,D{fJ,^,)) = frD(f,...f^^,) 

in Anwendung zu bringen, durch welche ausgesagt wird, dass zwei binäre 
Formen gleichen Grades *) in constantem Verhältniss stehen , sobald ihre 
Functionaldeterminante verschwindet Es ist nämlich 

(pJi + -' + <pJx=-^±fi.^f2.^fz...^''''fi^t>n = 0. 



*) Sind die Formen /\, f^ resp. vom Grade m,, m.^, so folgt aus dem Ver- 
schwinden ihrer Functionaldeterminante, dass f]"*- und /*j^ in constantem Verhältniss 
stehen. 
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Sind nun ^.../ii binäre Formen m^^ Grades, und setzt man 

so folgt die Gleichung 

Da aber nach Satz 11. die Determinante D{q>ßyq>^) und folglich X)(c^^e^), 
d. L die Functionaldeterminante der Formen Cß, Cy — wo /?, y irgend zwei 
Zahlen aus der Reihe l..«il sind — den Factor ^{fi..*fi) enthält, so sind 
unter der Voraussetzung 

35(A.../1) = 

die VerhÜtnisse der Grössen Cy...ci von den Variabeln nicht abhängig, und 
es können also diese Grössen in der Gleichung Ci/; +—+C2/i = durch 
Constanten ersetzt werden *). — Sobald die Formen C| • . . c/ gleichzeitig Null 
werden, findet eine derartige Relation schon zwischen je l—l der gegebenen 
Functionen statt u. s. w. — 

Für homogene Formen mit mehr als zwei Variabein Xi...x^ gelangt 
man auf obigem Wege im Allgemeinen nicht zu Folgerungen von gleicher 
Tragweite, wie für binäre. Sind die Formen /i.../i sämmtlich m^«" Grades, 
80 zieht das Verschwinden der Determinante der il(l ^ m+l) ersten Colonnen 
des Systems 



das Verschwinden aller Determinanten A*«° Grades aus diesem Systeme nach 
sich. Für il = 2 wird damit ausgesagt, dass aus der Gleichung 



A Sf, 






• t • 



Ml. 

dXn 



Vi 



t • « 



• ■ • 



= 



ein von x^...x^ unabhängiges Verhältniss der Formen /i , f^ folgt, nämlich : 

A:A = <^Y.:cJ"•A. 
So wird bekanntlich fllr w = 3 die Bedingung 



*) Vgl. den oben citirten Beweis des Herrn Frobenius, dieses Journal, Band 76, 
a288. 
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angewendet 

dx*, 
dx] 

ö7. 



Ä^ ^ ^ 

öA iü i^ = 

dx^ dx^ dx. 

Hl U^ 11} 

Aber für it » 8 findet man nur, dass dnrch die Gleichmig 



• • • 



• • 
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dx^dx^ 
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^llfl 



yl 



• • 



aXiX% 



• • • 



dd?| dl?! dx^ 

vu A. eine Relation von der Form 

wo ^19 ^39 9s lineare Formen in Xi...Xn, nftmlich 
Ghrades ans dem Systeme 

*^Y. i^^Y, <^-Y, 
d^/i <r-/i ir"/i 

sind, bedingt wird. 

Giessen, im December 1874. 
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üeber algebraisch integrirbare lineare Differential- 

gleichlingen. 

(Von Herrn 0. Frobeniui,) 



§.1. 

riine homogene lineare Dilferentialgleichnng mit eindeutigen Coef- 
fidenten, deren Integrale sttmmtlich algebraiBche Functionen der Variabeln 
Bind, gebttrt zu der allgemeineren, zuerst von Herrn Fueh$ (dieses Journal 
Bd. 66, pag. 146) untersuchten Klasse von linearen Differentialgleichungen, 
die nur eine endliche Anzahl singulärer Stellen haben und an jeder der- 
selben endlich bleiben, wenn sie mit einer endlichen Potenz der Aenderung 
des Arguments (d.h. wenn die Stelle a im Endlichen liegt, x-^a, wenn sie 

aber im Unendlichen liegt, — ) multiplicirt werden. Daher hat sie die Form 

wo p eine für die singnlären Werthe verschwindende ganze Function fi^^ 
Grades ohne quadratischen Theiler und p. eine ganze Function höchstens 
jf(/4— l)^n Grades ist 

Wenn ein Zweig jfi einer algebraischen Function eine lineare Diffe- 
rentialgleichung mit eindeutigen Coef&cienten befriedigt, so mflssen ihr auch 
alle ttbrigen Zweige dieser Function Genttge leisten, d. h. alle Wurzeln der 
irreductibeln Gleichung, deren eine Wurzel yi ist, und deren Coefficienten 
rationale Functionen von x sind. Es muss sich daher, falls alle Integrale 
einer solchen Differentialgleichung l^^ Ordnung algebraisch sind, eine alge- 
braische Gleichung vom Grade v(^^) in Bezug auf y und ohne quadra- 
tischen Theiler angeben lassen, deren Coefßcienten rationale Functionen 
von X sind, und von deren Wurzeln l ein vollständiges System von ein- 
ander unabhängiger Integrale bilden, während sich die ttbrigen v^X durch 
jene l Wurzeln linear mit constanten Coef&cienten ausdrucken lassen. 
Sind |fi, jfay • • • yy die Wurzeln jener Gleichung, so können die Constanten 
e, , C2 , • . • c, auf unzählig viele Weisen so gewählt werden , dass die 
1.2...!^ Werthe, welche die Function y = C|jfi + C2y2+-' + ^rfr dadurch an- 
nimmt, dass die r Wurzeln auf alle möglichen Weisen unter einander ver* 
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tauscht werden, sämmtlich von einander verscliieden sind. Alsdann lassen 
sich aber nach einem bekannten Satze von Abet und Gahis yi^ g2j • • • |fr 
und mithin auch ihre linearen Verbindungen als rationale Functionen von 
jf und X darstellen. Wir gelangen so zu dem Ergebniss: 

Wenn aUe Integrale einer homogenen linearen DifferenHalgleiehung mit 
eindeutigen Coefficienten algebraische Functionen rind, so besitzt sie ein Inte-- 
gral, durch welches sich alle andern rational ausdrücken lassen. 

Dieser Satz giebt Veranlassung zu der Frage, in' welchem Umfange 
seine Umkehrung richtig sei, oder bestimmter gefasst, zu dem Problem, alle 
Functionen y zu finden, welche einer Differentialgleichung von der Form 
P = genügen, deren Integrale nicht alle algebraische Functionen sind, 
sich aber doch sämmtlich durch y rational ausdrücken lassen. Die Lösung 
dieser Aufgabe muss uns zu einer charakteristischen Eigenschaft der alge- 
braisch integrirbaren linearen Differentialgleichungen führen. 

§.2. 

Lemma: Wenn sich alle Zweige einer transcendenten analytischen 
Function durch einen unter ihnen rational ausdrücken lassen, so lassen sie 
sich aUe durch denselben linear ausdrücken. 

Beweis: Ist y ein Element einer transcendenten analytischen Function 
von X, so muss jede algebraische Gleichung zwischen x und y eine Iden- 
tität sein, also gUltig bleiben, wenn unter y eine von x unabhängige Va- 
riable verstanden wird. Wenn nun y auf einer durch keinen singuläreu 
Punkt hindurchflihrenden geschlossenen Linie A in i Übergeht so muss %, 
falls es ein von y verschiedenes Element der betrachteten analytischen 
Function ist, der Annahme nach eine rationale Function von y sein, 

deren Coefficienten rationale Functionen von x sind. Geht y auf dem in 
umgekehrter Richtung durchlaufenen Wege A, den wir mit A"^ bezeichnen, 
in u über, so ist auch u = g{y) eine rationale Function von y und x. Dann 
nimmt u auf dem Wege A den Werth y an. Nun nimmt aber « = 9(y) 
auf dem Wege A, auf dem sich y in ä verwandelt, den Werth jr(«) au. 
Daher muss 

y = 9(^) 

sein. Aus den beiden ermittelten Kelationen ergiebt sich die algebraische 
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Gleichung 

y = 9{ny)) 

zwischen x und y, welche nach der Voraussetzung identisch gelten muss. 
rolgli(5h muss auch, wenn y und » zwei von x unabhängige Variabein sind, 
die Gleichung !s = f(y) durch die Gleichung y=g(z) aufgelöst werden. 
Von zwei unbeschränkt veränderlichen Grössen kann aber nur dann jede 
eine rationale Function der andern sein, wenn jede eine lineare Function 
der andern ist Daher lassen sich alle Zweige der untersuchten transcen- 
denten Function linear durch y ausdrucken. 

§.3. 
Wenn die Integrale der linearen Differentialgleichung P = nicht 
Bämmtlich algebraische Functionen sind, sich aber alle durch das Integral 
y rational ausdrücken lassen, so kann y keine algebraische Fun(;tion sein. 
Auch darf es keine eindeutige Function sein. Denn eine eindeutige Function, 
die nur eine endliche Anzahl singulärer Stellen hat und an jeder derselben 
endlich bleibt, wenn sie mit einer endli(*.hen Potenz der Aenderung der 
Variabein multiplicirt wird, ist eine rationale Function, y aber ist keine 
algebraische, also auch keine rationale Function. Da nun alle Zweige 
der mehrwerthigen transcendenten Function, welche durch das Element y 
bestimmt ist, ebenfalls die Diiferentialgleichung P = befriedigen, so müssen 
sie sich alle rational durch y ausdrücken lassen, und folglich nach dem 
eben bewiesenen Lemma ganze oder gebrochene lineare Functionen von 
y sein. 

• Auf einem geschlossenen Wege A verwandle sich y in einen Aus- 
druck von der Form y^ = ky + r, in welchem k und r rationale Functionen 
von X shul. Dann geht y, wenn x die Strecke A zwei Mal hintereinander 
durchläuft, also auf einem Wege, den wir mit A' bezeichnen wollen, hi 
y^ = k{ky + r, + r = k^y + (k+l)r, auf dem Wege A^ in y^^ k^y + {k'+k+l)r 
u. 8. w. über. Da diese Functionen nicht alle unter einander unabhängig 
sein können, so besteht zwischen einer gewissen Anzahl von ihnen eine 

lineare Gleichung mit constanten Coefficienten cy + c^yi-i {-c^y =0, die 

als algebraische Gleichung zwischen x und y eine Identität sein muss. 
In derselben muss also der Coefficient von y, c + Ci &+C2 &*+••• + c &•' = 
sein. Daher ist k, als Wurzel einer algebraischen Gleichung mit con- 
stanten Coefficienten, eine constante Grösse. Dieselbe ist von Null ver- 
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schieden, da sonst die rationale Function yi = r auf dem Wege Ä"^ in die 
transcendente Function y übergehen würde. Wenn demnach y auf einem 
geschlossenen Wege in eine ganze lineare Function hy + r übergeht, so ist 
& eine von Null verscliiedene Constante. Wir untersuchen zuerst den Fall, 
wo alle Zweige der Function y diese Form haben, sodann den, wo einige 
Zweige gebrochene lineare Functionen von y sind. 

Sind y und &y + r zwei Integrale der Differentialgleichung P = 0, 
so muss auch r dieselbe befriedigen. Wenn nun x von einer bestimmten 
Ausgangsstelle an andere und andere geschlossene Wege durchläuft, so 
nimmt sowohl die Constante ä, als auch die rationale Function r in den 
Ausdrücken ky + r^ in die y übergeht, andere und andere Werthe an. Da 
aber die Functionen r sämmtlich der Differentialgleichung F = genügen, 
so müssen sie sich durch eine gewisse Anzahl unter ihnen r,, fa, ... r^, 
die unter einander unabhängig sind, linear ausdrücken lassen. Die ver- 
schiedenen Zweige der Function y haben daher alle die Form 



und folglich die der Function 



!y(.) 



y 



(v-I) 



/ = 






.(V) 



rL'"^> 



y 

^2 









... 






... 



. • • 



= y"'^4-7.tf*''-'^+-+v,y 



%■ I 



alle die Form A/. Diese Function ist, da r^, r,, ... r^ unter einander un- 
abhängig sind, nicht identisch unendlich, und da auch y^ rj , rj , ... r^ unter 

einander unabhängig sind, nicht identisch Null. Demnach ist — ^— eine 

überall eindeutig definirte Function und folglich, weil sie an jeder Stelle 
endlich bleibt, wenn sie mit einer endlichen Potenz der Aenderung der 
Variabein multiplicirt wird, eine rationale Function von x. Dieselbe muss, 
weil t die eben erwähnte Eigenschaft gleichfalls besitzt, die Form 



a, 



ar— a. 



-}- _ ^'^ -^ Y "^ 



05 — 0. 



X — a, 



haben. Daher ist 



t = a(a: — ai)*''(a:— 02)*''...(a:— a^j^i". 
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Nun genügt y der completen linearen Diflferentialgleichung 

und die Functionen r,, ra, ... r,. bilden ein vollständiges System von ein- 
ander unabhängiger Integrale der redueirten Differentialgleichung 

Sind daher *i, «2, • • • «^ die ihnen adjungirten Functionen, so ist nach 
bekannten Regeln {Baltzer^ Determmanten §. 9, 4. Vergl. dieses Journal 
Bd. 77 pag. 256) 

y = rJsitdx + r2ß82tdx^ YTyjByldx^ T. 

Umgekehrt überzeugt man sich leicht davon, dass der für die Function 
jf ermittelte Ausdruck T allen an sie gestellten Anforderungen genügt, er 
mUsste deim eine algebraische Function darstellen. 

Die charakteristische Eigenschaft der Function 2" besteht darin, dass 
sich alle ihre Zweige in der Form AT+r darstellen lassen. Es ist also 
noch zu ermitteln, unter welchen Bedingungen eme Function y, die auf 
jedem geschlossenen Wege in einen Ausdruck von der Fonn Ay + r über- 
geht, einer algebraischen Gleichung genügt In diesem Falle muss für jeden 
Weg, für welchen ä = 1 ist, r = sein. Denn ginge y auf der Linie A 
in y + r über, so würde es sich auf J^ in y + 2r5 auf A^ in y + 3r u. s. w. 
verwandeln, also unzählig viele Werthe annehmen, folglich keine alge- 
braische Function sein. Daher können wir r = (1— ä)«i setzen. Wenn dann 
jf auf dem Wege A in Äy + fl— &)« übergeht, so verwandelt es sich auf ^^ 
in *'y+(l— &')w, auf A^ in A^y + (1— A')« u. s. w. Da eine algebraische 
Function, wenn die Variable einen geschlossenen Weg mehrmals durchläuft, 
Bchliesslich wieder zu dem Ausgangswerthe zurückkehrt, so muss es eine 
Zahl a geben, für welche A^y + a-A")« = y oder (1-A")(y-M) = ist. 
Dann ist entweder y = « eine rationale, also eindeutige Function und folg- 
lich für alle Wege A = 1, oder es ist 1— A'* = und folglich A eine Ein- 
heitswurzel. Geht y auf dem Wege A in Ay + d— A)«i und auf B in 
/!f + (l— ')«? über, wo A und / von Eins verschieden seui mögen, so lassen 
sich die beiden Einheitswurzeln A und / als Potenzen einer einzigen Ein- 
heitswurzel e darstellen, A = p"^ ^ = e^ und man kann p so wählen, dass 
a und /? keinen Divisor gememsam haben. Denn wäre y ihr grösster ge- 
meinsamer Divisor, so brauchte man nur q durch fff zu ersetzen. Bestimmt 

24* 
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man dann zwei ganze Zahlen a' und ß' so, dass aa'+ßß' = 1 igt, go geht 
y auf dem Wege A""' B^' = C in einen Ausdruck von der Form py+(l — p)«p 
über. Daher verwandelt es sich auf dem Wege CA"^ in y + (1~ ?*")(«>— m) 
und auf C^B~^ in y + [l—if^){u>—v). Da in diegen Ausdrücken die Coef- 
ficienten von y gleich Eins sind, so müssen die von y unabhängigen Glieder 
verschwinden. Nun ist aber vorausgesetzt, dass ä = p" und / = p'^ von Eins 
verschieden sind. Daher ist w = u und w = f> und folglich t? = ii. Oder 
wenn y auf irgend einem Wege A in ky + {l'-k)u übergeht, so ist u für 
alle Wege eine und dieselbe Function. Wenn also der Ausdruck T eine 
algebraische Function darstellen soll, so muss in demselben y = 1 sein. 

Auf einem Wege, auf dem y den Werth Äy + (1— &)m annimmt, geht 
y— «1 in k(y — u) über. Da keiner der Exponenten, zu denen die verschie- 
denen Einheitswurzeln k gehören, den Grad der irreductibeln Gleichung, der 
y genügt, überschreiten darf, so kann eine Zahl x so bestimmt werden, 

dass &* ftlr alle Werthe von k gleich 1 ist. Dann ist (y— ti)' = t? eine ein- 

jf 

deutige algebraische, also eine rationale Function. Folglich ist y = u+^e. 

Damit also der Ausdruck T eine algebraische Function darstellt, muss 

r=l, r, = «, *i = -, t = ^-a^y^ 
sein, wo u und w (= -^j rationale Functionen sind. 

§. 5. 
Wir nehmen jetzt an, dass sich unter den verechiedenen Zweigen 
der Function y auch solche befinden, die sich als gebrochene lineare 
Functionen von y darstellen lassen. Diese können wir auf die Form 

s-\ bringen, wo s. u und v rationale Functionen von x sind, von denen 

t? nicht identisch verschwinden kann, da sonst die transcendente Function y 
in die rationale Function s übergehen könnte. 

Die sämmtlichen Zweige der Function y lassen sich durch eine ge- 
wisse Anzahl von ihnen linear ausdrücken, zwischen denen selbst keine 
lineare Gleichung mit constanten Coefficienten besteht In einem solchen 
vollständigen Systeme unter einander unabhängiger Functionen mögen sich 



yi = ^i+ ,, \, ) y2 = ^2+ ., ' , ••• yr^s,+ 



als gebrochene, y^}.i, y^^?, ... als ganze Functionen von y darstellen lassem 
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r 



Ist dann s-\ irgend eine andere gebroehene Function, in welche y auf 

y ""^ •* 

dem Wege A übergeht, so ist 

y 

und diese Gleichung muss, als algebraische Gleichung zwischen x und y, 
identisch gelten. Daher muss u einer der Functionen Mi , m, , ... u^ gleich 
sein. Denn sonst gäbe es, da jede der Gleichungen w— «i = 0, ti— tf^^O, ... 
«— iiy = nur eine endliche Anzahl von Wurzeln hätte , unzählig viele 
Werthe von ar, für die u mit keiner der Functionen «i, Wj, ••• w^ gleich- 
werthig wäre. Für jeden dieser Werthe fönde man aus der obigen Glei- 
chung, indem man sie nach Potenzen von y—« entwickelt und die Coeffi- 

cienten von auf beiden Seiten vergleicht, t? = 0. Als rationale Function 

mttsste daher t?, da es ftlr unzählig viele Werthe verschw&ide, identisch 
Null sein, was nicht angeht. Daher muss u einer der Functionen Wj, 

th, ... Uy gleich sein, und ebenso «, weil y auf dem Wege A~^ in u-\ — —— 

übergeht. 

Die ganzen linearen Functionen von y, in die sich y verwandeln 
kann, sind von der Form ky+r^ wo r eine rationale Function und k eine 
von Null verschiedene Constante ist. Es kommt darauf an zu zeigen, dass 
diese Constante unendlich viele verschiedene Werthe annimmt, wenn x der 
Reihe nach alle m<)glichen geschlossenen Linien durchläuft, auf denen y 
in eine ganze lineare Function von y übergeht. Verwandelt sich y auf dem 

Wege A in «+—:_— und auf einem anderen Wege A' in s-{ — -£— , wo u 

flir beide Wege dieselbe Function sei, so nimmt es auf dem Wege ÄA"^ 
den Werth 

an, und da dies eine ganze lineare Function von y ist, so ist der Coefficient 

— von y eine Constante k oder es ist r' = &r. Wäre nun k nur einer end- 

liehen Anzahl von Werthen fUhig, so könnte demnach auch die Function 
« in allen vorkommenden gebrochenen linearen Functionen von y, in denen 
M die nämliche Bedeutung hat, nur eine endliche Anzahl von Werthen an- 
nehmen. Da auch s und n nur eine endliehe Anzahl von Werthen haben 
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können, so würde es überhaupt nur eine endliche Anzahl gebrochener 
Functionen von y geben, in die y übergelien könnte. Verwandelt sich y 
auf dem Wege A in * + --^ und auf B m ky-\-r, so geht es auf ^fi in 

^-^ i^yj^rZIu ^^^^ "^^ folglich ist ^^~^ = u, wo jede der beiden Grössen 
u und tt' einen der Werthe ?/i, th. ... w». hat. Daher könnte auch r nur 
eine endliche Anzahl verschiedener Werthe annehmen. Es könnte also y 
überhaupt nur in eine endliche Anzahl verschiedener Werthe übergehen. 
Dur(!hläuft x irgend einen durch keinen singulären Punkt hindurchflihrenden 
geschlossenen Weg C, so werden die verschiedenen Zweige der Function 
y nur unter einander vertauscht. Denn wenn sowohl y« als auch y^ in y^ 
übergingen, so würde y^ auf C"^ sowohl in y« als auch in yß übergehen 
und daher y^ = y^ sein. Eine ganze rationale symmetrische Function der 
verschiedenen Zweige der Function y wäre also ehie eindeutige und folg-- 
lieh nach einem schon öfter angewandten Schlüsse eine rationale Function 
von X. Mithin wäre y eine Wurzel einer algebraischen Gleichung, deren 
Coefficienten rationale Functionen von x wären. Da aber y eine transcen- 
dente Function ist, so muss die Zahl der Werthe von k unbegrenzt sein. 

Nun giebt es nur eine endliche Anzahl von Einheitswurzeln, welche 
zu einem Exponenten gehören, der eine gewisse Grenze, z. B. v, nicht über- 
schreitet. Daher muss eine Linie B existiren, auf der y in ky-\-r übergeht, 
wo h keine solche Einheitswurzel ist. Verwandelt sich y auf dem Wege 
A in Ä y +- r, so geht es auf A B in 

s-\ ,- ,v r- , auf A B^ in s H -r—.- ..,,., 

u. s. w. über. Da folglich jeder der Ausdrücke 

u, k-'^U'-r), k'\u-{l+k)rl k-^u-il+k+k'jr), . . . 

einer der Functionen Mj, Wj? ••• K gleich sein muss, so besteht eine Glei- 
chung von der Form 

r«(fi-(i+&+&H---+&""» = &-^(w-(i+Ä+Ä'+-+Ä^"», 

hl der a und (i zwei von einander vei*schiedene ganze Zahlen zwischen Null 
und V bedeuten. Daraus folgt 

(&**-&^)(r-(l-*)«i) = 0, 
und da k keine Einheitswurzel ist, deren Exponent ^v ist, 

T 
«1 = . 

i-k 



\ 
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Indem man alle Linien A, auf denen y in eine gebrochene lineare Function 
von y übergeht, mit der Linie B zusammenstellt, erkennt man, dass fllr 
jede derselben der Ausdruck u eine und dieselbe Function bedeutet Da y 

auf dem Wege A"^ in u + —-^ - übergeht, so ist auch « = «i. Die verschie- 
denen Werthe von c können sich daher, wie schon oben gezeigt, nur durch 
constante Factoren von einander unterscheiden, und demnach sind alle ge- 
brochenen Functionen, in die sich y verwandeln kann, von der Form 

w] — ^;^, WO u und r in allen dieselbe Bedeutung haben. 

Geht y auf der Linie A in u+ __ und auf B in ky + r über, so 

nimmt es auf AB den Werth «H j—rp r an und daher ist k^\u—r)=u 

oder r=fl— &)w. Alle verschiedenen Werthe von y sind daher in einer 

kt) 

der beiden Formen fty + (l— Äjw und «i + — — — enthalten, wo nur die Con- 
stante Ä für die verschiedenen Zweige verschiedene, und zwar unzählig 
viele Werthe hat. Alle Zweige der Function y—u haben somit eine der 

äff Äf^ Mg _ A# 

beiden Formen k (y — n) oder , und alle Zweige der Function — , — = « 

^ ^ y — u^ ° y c 

eine der beiden Formen kz oder — Folglich ist (—3^) =«? eine ein- 
deutige und mithin eine rationale Function von x. Damit aber z an jeder 
Stelle endlich bleibt, wenn es mit einer endlichen Potenz der Aenderung 
des Arguments multiplicirt wird, muss diese rationale Function die Form 

fr. 






haben, wo tr„ eine ganze Function .u^en Grades ohne quadratischen Theiler 
und W'2 eine ganze Function höchstens (2«/ — 2)*®° Grades bedeutet. Um- 
gekehrt ist leicht zu zeigen, dass der für die Function y ermittelte Ausdruck 



— /itcdx 
y = t«+|/f?6^ = U 



allen an sie gestellten Anforderungen genügt, wofern er nicht eine alge- 
braische Function darstellt 

/ \^tJD dx 

In diesem Falle ist auch ä = e^ eine algebraische Function. Die- 

selbe ist dadurch charakterisirt , dass alle ihre Zweige die Form k% oder 

h 
— haben. Damit sie algebraisch sei, muss eine Zahl x so bestimmt werden 
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können, dass &* für alle vorkommenden Werthe von k gleich 1 ist. (Vergl. 
§. 4) Dann kann ä' auf einem Wege, auf dem es sich ändert, nur in »" 
übergehen , und daher ist ä* + ä~* = 2t eine eindeutige algebraische , alBO 
eine rationale Function von x. Demnach ist 



y = u-ryvVt + ^^e-l. 
(Vergl. Abel, oeuvres compl^tes, tom. I, p. 33.) 

§. 6. 

Wir sind zu dem Resultate gelangt, dass eine Differentialgleichung 
von der Form P = algebraisch integrirbar ist, wenn sie ein Integral be- 
sitzt, durch welches sich alle ihre andeni Integrale rational ausdrücken 
lassen, es sei denn, dass dieses Integral eine der beiden Formen T oder U 
hat. Dies Ergebniss lässt sich in einem besonders wichtigen Falle eleganter 
aussprechen. 

Eine Differentialgleichung von der Form P = nenne ich irreduc- 
tibel , wenn .sie mit keiner Differentialgleichung niedrigerer Ordnung von 
derselben Form ein Integral gemeinsam hat, im entgegengesetzten Falle 
redttctibel fsiehe dieses Journal Bd. 76 pag. 236). Die Differentialgleichung, 
der T genügt, wird auch durch ri , r2 , ... r^ befriedigt. Jede dieser ratio- 
nalen Functionen genügt aber einer Differentialgleichung erster Ordnung 
von der Form F = 0. Solange also v von Null verschieden ist, genügt T 
einer reductibeln Differentialgleichung. Ist aber v = 0, so ist T=t und 
genügt einer Differentialgleichung erster Ordnung von der Form P = 0. 

Die Differentialgleichung, der U genügt, wird auch durch Ausdrücke 
von der Form kU+{l—k)u befriedigt, in denen Ar, falls U eine transcen- 
dente Function ist, unzählig viele Werthe annehmen kann. Daher genügt 
ihr auch die rationale Function u und folgliirb ist sie reductibel, so lange 

n von Null verschieden ist. Ist aber m = 0, so genügt y^^ee^ 
der Differentialgleichung 



(it*>y = . 



oder der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
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Es libwt sich zeigen, dass dieselbe, falls y eine transcendente Function ist, 
nur rednctibel ist, wenn w ein Quadrat ist Aus unsem Betrachtungen er- 
giebt sieli nun der Sats: 

Weim eine irreduetible lineare DifferenHalgleickmng P = eon einer 
köherem aU der zweiten Ordnu9$g ein Integral besUjul, durch welches sich alle 
mnlem rational ausdrücken lassen, so sind alle ihre Integrale algebraische 
Fmu^ionen. 

Berlin, den 16. Januar 1875. 
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Construction der Bahn eines Punktes, der yon 
einem festen Punkte nach dem Newtotmchen 

Gesetze angezogen wird. 

(Von Herrn SdtdOadL) 



V orbereitong. Die rechtwinkligen Coordinaten des Pnnkies B 
mögen FC^Xy BC^ff, FB=^r sein. Dann ist, nach der BeseichniDig in 

der nebenstehenden Figur 1, wenn man 

r = — setzt 

xs = cos9 nnd jfasfdny. 

Werden die Ableitungen nach dem Win- 
kel 9 duich Accente bezeichnet, so 

hat man 

I 




(/try/ = 



00S98m9 



oder 



Figur 1. 



\ xy f X Xf%^ ' 



also 



(1.) «,'-,x' = ^, 



2»' 



folglich 

(2.) «jf"-y«" = —^' 

Elimiiiirt man ans diesen Gleichnngen y und betfickdclitigt, duB ans der 
Gleichung xs = cos 9 sich durch Eweimaligea Differentüren nach 9 

x»"+ 2«'»'+ «" » = — cos 9 = — «» 

ergieht, so erhilt man noch 



(3 



.) x'9"-y'x" 



•+»' 



Ist der Bogen AB=^, Bff=^d$, CC'=^—dx = BD, und bildet die N«r- 



V 
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ttiale BN mit der Abscissenaxe den Winkel ß und mit dem Radiosvector 
FB den Winkel a^ so wird« wegen Aehnlickkeit der Dreiecke BNC und BffD 



(4.) sin/? = 


^' 


Anflserdem ist bekanntUch 




(5.) C08« = ^^, 


Rma==-r- 
ds 


dmher 




ffi> ■^" - 


dr 



(Auß dx 

§. 2. 
Stellt die Gorve w4B einen Kegelschnitt dar, dessen ElkcentricitSt 
e, halber Parameter p und grosse Axe AA ist, so ist nach der Figur 



(1.) r = 



P 



i+eeoBfp 

dessen Polargleichnng. 
Es ist also 

r r=p— ercos^) =p — 6«, 

daher 

dr _ 

also nach §. 1 Gleichung (6.) 

(2.) sina = esin/?. 

Diese für alle Kegelschnitte gültige und in der geometrischen Optik und 
Mechanik nützliche Formel, fehlt selbst in guten Lehrbttchem der analy* 
tischen Gteometrie. 

Bezeichnet man die Normale BN mit n, so hat man aus dem Drei- 
eck NFB 

(3.) NF=r^^ = er, 

mid wenn NP ein Loth auf den verlängerten Radiusvector ist, so wird 

FF = er cos y, also ÄF = r-f-ercosy =/> 

oder 

(4) p = ncosa. 

SMm die Figur eine EUipee dar, deren Mittelpunkt 0, grosse Halbaxe 

25* 
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OA==OE = Gy kleine Halbaxe OG^bvAt, und bildet OE mit OA den Winkel 

«y so ist 

(5.) r = a(l— ecosn). 

Wenn man diese Gleiebnng doFch (1.) dividirt, so erhält man 

- = (1— eco8ii)(l+ecosy}. 
Wird hier logarithmisch differentürt, so ergiebt sich 



oder 



£s ist aber 



also 



evinudu ^ esintpihp _ ^ 
1 — ecoBtf l + ccosy ~ 



af^iuudu rsinyrfy 

r p 



p = — nnd frsintf = rüntp, 



(6.) "" - ''^ 



und 



Sinti sm^ 



(?•) bdm = rdtp. 



§. 3. 
Das Integral der Gleichung (6.) ist 

tglt« = Ctgiy, 

weuii C die Integrationsconstante bedeutet 

Bezeichnet man den Winkel OFQ mit €, so dasa 

OF:FG = co8£ = e, 
so wird y==7r— « flir u^^n^ also C = tg4« lind 

(10 tgiif = tgi*tgj9 = tgly|/|^*- 
Ans dieser Gleichung ergiebt sich auch 

(»•; **"•'-' i+tj^n«^ t+eeos9 

Vertauscht man r mit -f und « mit ip, so bleibt (1.) uagetodttty dalnr 
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folgt ans (2.) und (3.) sogleich 



(4.. eoHw = --= , 



(5.) sino) = -i — ' 

Ans (6.) in §. 2 wiid für ein beliebiges n 



oder 






(l + ecoaqp)» ~" 2=1 ' 



daher 

(6-) /ttt^ — ^ = -72 — ^Rz-i-/rf«(l— ecosii)^~*. 
Ana (2.) wird 

-I . e + cosa 

^ cosa ' 

also 

Die Formeln (6.) nnd (7.) fehlen gewöhnlich in den Lehrbttchem der In- 
tegralrechnung. 

§. 4. 

Anwendung. 
Zieht F den Pnnkt B nach dem iVetrtoaschen Gesetze mit einer 
Kraft an, die ihm in der Einheit der Entfernung die Beschleunigung a? er- 
theflt, so hat man für die Bewegung des Punktes B, wenn FB ^ r. FC^x 
und BC^ff die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes B sind, folgende 
Bewegungsgleichungen 

£8 ist aber, wenn die Ableitungen nach dem Winkel q>y den der Radius- 
Yector mit der Abscissenaxe bildet, durch Accente bezeichnet werden« 



dl' ■" dr wi/ f w / "^ f ' f'* 



also flttr r«— aus (1.) 
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(2.) «"-- fj/!.+,i^(" = md ,"_J^+x,»'r- = 0. 
EUmimrt man ans diesen Gleichnngeo x, so wird 

xjr"-j(x"-(a!jr'-jfa;')-jp = 
oder nacli $. 1 (1.) nnd (2.) 

^ + f = 0. 
Das Integral dieser Gleiehnng giebt das zweite Xcpfarache Gesetz 

(3.) aV = A 
Wild aber ans den Gleichungen (2.) f" eliminirt, so bleibt 

x's"-l'x"+ict,'f{tlx'—xi') = 
oder nach §. 1 (1.) ind (3.) 

»+•"-«»*«' = 0, 
also nach (3.) 

s+»' = nA'. 
FUr s^«+x^< wird 

«-)-■>" = 0, also v = Beos(jp+C) 
nnd daher 

(4) s = x^'+Boo«(9>+C). 
Ans (8.) ist 



(6.) I = ä/^+D. 



Das Problem ist hiemach gelöst, wenn die vier Constanten der Integratioi 
A, B, C, D bestimmt worden sind. 

§.5. 
Beitimmanff der Constanten. 
Es war 

beaelohnut man also die Geschwindigkeit des Punktes fi mit « und benntzl 
dir ernte der Formeln (ö.J in g. 1, so wird 
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wean man den Abstand des Pnnktes F von der Tangente in B doreh q 
aiudrttckt Kennt man also von € und q die Anfangswerthe r' and q', so 
ist damit die Gonstante 

bestimmt 

Nach (4.) in §. 4 war 

-^ = %A^+Bco%((p+C). 

Ist aber der Winkel AFC, den die grosse Axe eines Kegelschnittes ACA^ mit 
dem Radiasyector FC bildet, gleich C, so ist die Polargleichnng desselben 



7" = 7-+-f co8(y + C). 



ie Vergleichnng dieser Gleichung mit der vorhergehenden lehrt, dass der 
Punkt B einen Kegelschnitt beschreibt, bei welchem 

(2.) xA'==- und fi = — 

ist und die Gonstante C den Winkel AFC darstellt Da A bekannt ist, so 
hat man somit den halben Parameter p des Kegelschnitts gefunden. 
Nach (1.) und (2.) und (4.) in §. 2 ist 

1 n . 

ilcosa Ap 

oder für xA ^q 

(3.) €r = »p. 

Das Dreieck FBN, in welchem FN^er ist, gewährt die Gleichung 

eV^ := r'— 2riicosa + «' 
oder 

r n 

oder 

(4.) e« = l-J(|i-„'). 

Diese Gleichung lehrt also aus den Anfangswerthen r' und «' von r und 
9 die Ekcentricitttt e berechnen. 

Die Bahn des Punktes B ist hiemach für 
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€'<Cy-7^ eine Ellipse, 
f> = y-^ eine Parabel, 
d' > v-^ eine Hyperbel. 



Auft (4) ergiebt sich 



(5., ,.,,(A--^), 



und wenn B eine Ellipse beschreibt, so wird 

Nach der Figur ist der Winkel 

y + C = a + ß. 
Sind also a' und y?' die Anfongswerthe von a und /3^ so ist 

und da 

sin/T = — sin«, 

80 kann die Constante C aas dem gegebenen «' leicht bereohnet worden. 

Um die Gonfltante D zn bestimmen, hat man ans (6.) in §. 4 und 
(6.) in §. 3 



Da aber 



so erhlilt man 



-£!£_ = l/£l 



wenn 



Ar Ia0 ist 9 = und n sei gleich «' für < = 0. Dann wird 

= u'-etSoku'+D 
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und 



Setzt man 






und bezeichnet t+r mit T und ^ y — ^ mit //, ao wird 

(7.) fi = tf^esinti. 

Wenn man den Winkel (p durch die Zeit ausdrucken will, so bedient man 
sich am bequemsten des folgenden Verfahrens. 

Aus (5.) und (7.) in §. 2 ergiebt sich sogleich 

bdu 



dip = 



a(i — «coBw) ' 



oder da — = /l— c' ist, 



(«•) 7fe=/T^ 



dti 



yfHp J 1 — COÖBU 

Aus der Gleichung 

leitet man aber nach Lagrange die Reihe ab: 

Aus (7.) oder 

u ■= ^+^sinii 
und 

wfu) = A '^ — 

^ ^ ' y 1 — CCOBtt 

folgert man nun sogleich 

_gL-^/ ' ^^ = f ^f^ \c( ^^°^ ^ I ^V ^^°^* Vi ""V ^ '°^' Ti 

Entwickelt man hier nach Potenzen von e, so gelangt man zu der be- 
kannten Reihe 

5 e' e^ 

ip = ^+2c8in,a+ je'sin2^+^(13sin3.a— 3sin^)+^(1038in4.u— 448in2/4)H- •. 

Diese Entwickelungsweise ist weit bequemer als die in den bekannten Lehr- 
bttchem benutzte, z. B. in dem von Duhamel. 
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§. 6. 
Die Fonnel (3.) in §. 5 

lehrt, dass, wenn man in dem Dreiecke FBN die Strecke FÄ = p macht 
und AT parallel BN zieht, die Linie RV gleich der Geschwindigkeit f> ist 

Da aber FN = er und daher FV=eQ, so ist 
V ein fester Punkt auf der grossen Axe des 
von B durchlaufenen Kegelschnitts. Beschreibt 
man also aus F mit q einen Kreis und zieht 
die Vectoren FC, FB, FV, . . . , so stellen die 
Strecken FP, YR, VK, ... die Geschwindig- 
keiten dar, welche der angezogene Punkt m 
C, B, Vy ... annimmt, und zugleich geben 
diese Linien die Richtungen an, welche die 
Normalen der Curve in C, B^ff, ... besitzen. 
Die Geschwindigkeiten im Perihel A und 
Aphel Ä werden also durch die Strecken VE 
und VE dargestellt 

Man kann hiemach sogleich die Bahn 
eines Punktes C construiren, der von jP nach 
dem JVeir/ofsschen Gesetze mit einer Kraft angezogen wird, die ihm in der 
Einheit der Entfernung eine Beschleunigung x ertheilen wtlrde, und der eine 
Anfangsgeschwindigkeit PK=r' erhalten hat, die mit der Linie FC einen 
Winkel ^7i-a' bildet 

Zu dem Ende schneidet man auf FC die Strecke FP=^q = -^ ab, 

zieht PV=v' senkrecht auf die Richtung der Anfangsgeschwindigkeit, die 
in C Statt findet, und verbindet dann F mit V, so giebt FV die Richtung 
der grossen Axe der Bahn an. Trägt man dann an FC in C den Winkel 
2a' an, so erhält man den zweiten Brennpunkt F der Curve, der also leicht 
construirt werden kann. Diese Curve wird offenbar eine EUipse, so lange 
der Punkt V innerhalb des Kreises liegt. Sie wird eine Parabely wenn Y 
mit der Peripherie desselben zusammenfallt, und geht in eine Hyperbel ttber, 
wenn dieser Punkt aussechalb des erwähnten Kreises liegt 

Auf die Construction dieses Kreises, der an den Hodographen von 
Hamilton erinnert, bin ich durch den Vortrag eines j Ungern Mathematikers 




Figur 2. 
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geführt worden, der auf meinen Wimsch, im Seminar des hiesigen Friedrich- 
Wilhelmg-Gymnasiams, einen elementaren Beweis der KeplerHchen Gesetze 
gab und dabei eine Methode der elementaren Integration benutzte, die ihm 
von Herrn Weierstraee mitgetheilt worden war« Indessen hatte tler Ej'eis, 
m welchem die Integrationsweise von W^erstraee führte, eine ganz andere 
Lage und Bedeutung als der von mir benutzte. 

Geometrische Constructionen der Bahn eines Planeten sind mehrfach 
gegeben worden. Eine solche findet sich z. R auch in dem * kürzlich er- 
schienenen Trait^ de m^canique g^n^rale von Herrn Resal Die von uns 
mitgetheilte möchte wohl von allen bekannten die einfachste sein. 

Berlin, im Januar 1875. 
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Sur le däveloppement en une särie d'exponentielleek 

(Par M. Popolf k Kasaii.) 



J ai pr^sent^ ä rAcad^mie des Sciences de St P^tersboorg une notice 
snr le d^veloppement en une s^rie d'exponentielles par lequel on pent ex- 
primer une fonction F(x) finie, continue et de signe invariable ponr tontes 
les valeurs de x depuis x = jusqu'k a: ^ c». £n posant 

(1.) F{x) = ^c-'-+^2e-'»'+^c-'«'+- 

les nombres positife fi, fa, r^ ^tant assujettis k la condition 

1 f- [-..•= valeur finie, 

r r r ' 

j'ai d^termin^ les valeurs des constantes A^^ A^^ A^ ... propres k v^rifier 
r^uation (!.)• Pour donner un exemple d'un tel d^veloppement, je pose 

h d^signant un nombre positif quelconque et a un nombre posijtif assiyetd 
& la condition a>> 1. Les constantes ^i, ^2, A^ .. . seront d^terminäi par 
la formule g^n^rale 

^^•A - ^i a«(a-l)(a«— 1) ^'^ 

dauQS laquelle JV« d6ugne la quantit^ d^finie par l'^uation 



a-1 (a-ixa*-l) ^ (a-lXö^-OC«*-!) (a-lXa*-lXö'-0(fl'-0 

Le terme g^n^ral de la s^rie qui donne la valeur de Ai sera 
Kaaan 1874. 
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Correspondance math^matique 

entre 

hegendre et Jacohi. 



JLia coirespondance math^matique entre Legendre et Jacohi est one 
des correspottdanceB les plus m^morableB qu'on trouve dans la litt^rature 
des Bciences exactes. II a isH&Jx nn concoors de circonstances heureuses 
ponr la conserver ea entier ä la post^rit^. 

O'est & M. Bertrand que noQB devons la pnblication de onze lettres 
de Jacohi k Legendre ins^r^es aux annales de l'^cole normale de 1869. En 
leg fiusant imprimer r^minent g^om^e a sany^ ce tr^or, les mannscrits 
oiiginanx ayant p^ri en 1871 dans les incendies de la Commime. Cette 
pnblication fdt en m6me temps nn acte de justice ponr la memoire de Jacohi. 

Une grave errenr Mstorique avait ^t^ r^pandne concemant la d6- 
converte de la nonvelle th^orie des fonctions elliptiques. On avait avanc^ 
qn'k Ahel senl revenait la d^couverte de cette th^orie en vertu de ses 
m^moires contenues dahs les volumes 2 et 3 du Journal de CreUe; que 
Jacohi^ Sans y ajouter rien d'essentiel, en avait seulement form^ nn corps 
de doctrine publik trois ans plus tard dans ses fundamenta noea. Cette 
opinion se trouvait ddjä, quand eile fut ^mise, en contradiction manifeste 
avec les notes et m^moires de Jacohi et ÜAbel ins^r^s dans le Journal 
agtronomique de Sckmnacher*) et non moins avec le c^l^bre rapport de 
Poiüon**) sur les fundamenta nova de Jacobi. Mais rien n'y aurait pn 
donner un d^menti plus formel que la pnblication des lettres de Jacohi 
dans lesquelles l'illustre analyste raconte avec une rare franchise l'bisto- 
riqne de ses d^ouvertes et la filiation de ses id^es***). 



*) Astronomische Naebrichten, Bd. 6, n». 123, 127, 138. 
**) Lo & la stence de racadömie des sciencea du 21 dteembre 1829. 
•**) Lettre de Jacobi du 12 ayril 1828. 
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Au mois de septembre 1827 ont para ä Berlin le 2<°® cahier vol. 2 
du Journal de Grelle *) et ä Altona le n"". 123 yoL 6 des nouvelles astro- 
nomiques de Schumacher. Le cahier du Journal de Grelle contient la pre- 
mi^re publication d!Abel **) relative k fla nouvelle th^orie des fonctions 
elliptiques. On y trouve leur double p^riodieit^, la th^orie analytique de 
leur multiplication et de leur diviBion, leur d^finition par des produits infinis. 
Le num^ro des nouvelles astronomiques contient deux lettres de Jacobi k 
Schvmacher ^crites de Koenigsberg et dat^es du 13 juin et du 2 aoüt 1827. 
Dans la premi^re lettre ü donne les transformations du 3^® et du 5>^^ 
ordre dans leur forme alg^brique avec les transformations compl^mentairea 
k la multiplication. Dans la seconde il ^tablit les formules analytiques 
g^n^rales pour la transformatipn de Vordre n. 

Pour un g^om^tre qui a sous les yeux ces deux publicationB si- 
multan^es^ il est Evident qu'en les ^crivant Abel et Jacohi ont et^ chacun 
en possession de l'ensemble de la nouvelle th^orie des fonctions elliptiquea^ 
qu'fls 7 sont parvenus'ind^pendamment Tun de l'autre, Abel en partant de 
la multiplication, Jacobi en partant de la transformation des fonctionB 
elliptiques. 

Le fait historique de cette coYncidence remarquable a ^t^ recomm 
par tous les g^om^tres contemporains, parmi lesquels il sufßra de nommer 
Legendre, Poisson et Lejeune-DirichleL D'ailleurs jamais discussion de 
priorit^ n'a eu lieu entre Abel et Jacobi. Ils ont r^alis^ l'attente de Legembre: 
,,vous serez sans doute dignes Tun de l'autre par la noblesse de vos sen- 
timents et par la justice que vous vous rendrez r^ciproquement" ***). 

■ 

En comparant les onze lettres de Jacobi publikes par M. Bertrand 
avec douze lettres manuscrites de Legendre qui se sont trouv^es dans la 
succession de Jacobi, j'ai pu v^rifier que ces 23 lettres forment la correspon- 
dance scientifique enti^re qui a eu lieu entre Legendre et Jacobi f). If. 
Bertrand ayant bien voulu m'exprimer son assentiment k l'impression de 
cette correspondance enti^re, je la fais parattre suivant l'ordre chronologique 



*) M. 6. Reimer en recberchant dans les livres de son imprimerie et de Tannto 
1827 a bien voulu conatater le mois dans lequel ce cahier a iM exp^iö aux abonnös. 

**) Abel 6tait de retour h Chriatiania depuis le mois de mai 1827. 

***) Lettre de Legendre k Abel du 28 oetobre 1828. 

t) Outre ces 12 lettres de Legendre je n'ai trouv6 qu'un billet du 6 septembre 
1829 (s^jour 4e Jacobi k Paris), simple billet d'invitation qui n'o&e point d'intörSt et 
n'a aueun rapport aux mathömatiques. 
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danB lequel les lettres ont ^t^ ^criteft. A c6t^ des fundamenta novo de 
Jacobi, des notes et m^moires i^Abel et de Jacobi imprim^s dans le Journal 
de CrcUe et dans les nouvelles astronomiques de Schumacher, cette correspon- 
dance est un des documents les plus pr^cieux pour l'histoire de la d^con- 
verte de la nouvelle th^orie des fonctions elliptiques. 

Qoatre grands g^om^tres^ Legendre, Gauss, Abel et Jacobi, ont eu 
leur part dans cet ^y^nement Legendre Favait pr^par^; vieillard de 75 ans 
en 1827, il avait cultiv^ depnis 1786 pendant plus de quarante ans le 
calcul des integrales elliptiques et en avait fonn^ une discipline parti- 
culi^e. Ses travaux avaient ^t^ peu appr^ci^s par les c^l^bres analystes 
de son propre pays dont Tint^rgt se dirigeait plutöt vers les recherches appli- 
cables ä l'astronomie et ä la physique. Panni les savants ^trangers k la 
France Gauss connaissait parfaitement rimportance du sujet, mais d^s son 
d^but il avait montr^ ä l'^gard de Legendre une froideur que ce demier ne 
loi pardonnait pas. La d^couverte de 1827 avait d'ailleurs pour Gauss un 
int^rfit tr^s - personnel. Depuis plus de vingt ans il ^tait en possession des 
r^sultats par lesquels Abel et Jacobi ont ^tonn^ les g^om^tres. Des re- 
cberches entreprises pendant les ann^es de 1797 ä 1808, dans lesquelles il 
partait de la transformation du second ordre et des moyennes arithm^tico- 
g^om^triques, l'y avaient conduit, mais il n'en avait rien publik. Pendant 
tonte sa vie il n'en a jamais parl^ que dans des lettres ou conversations 
priv^es. 

Lorsqu'en 1827 Legendre regut la premi^re nouvelle de la r^cente 
d^couverte de Jacobi, d'abord par le n"". 123 du Journal de Schumacher, puis 
par la lettre de Jacobi du 5 aoüt 1827, il raccueillit avec un vrai entliou- 

■ 

siasme. li'int^rgt qu'il prenait ä la discipline qui pendant une si grande 
partie de sa vie avait fonn^ son travail principal, ^tait en lui d'une teile 
purete qu'il n'^prouvait point de Jalousie de se voir surpass^ et son oeuvre 
couronn^e par un jeune homme de 23 ans qui se nommait avec raison son 
disciple. Mais lorsqu'il fiit averti d'une assertion de Gauss qui aurait pu 
enlever ä Jacobi une partie de la gloire de sa d^couverte, son Irritation 
fat grande. II n'h^sita pas ä douter de la v^rit^ de l'assertion, et ce fut 
alors Jacobi qui se chargea de la defense de Gauss. 

Pour les caract^res de Legendre et de Jacobi leur correspondance 
est un beau monument 

Legendre qui par son travail infatigable avait initi^ la nouvelle g^- 
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neration dans la th^orie des integrales elliptiqnes , montre ponr Jaeobi ane 
bienveillanee qni Ini fait le plus grand honneur. En ce qni conceme Abel, 
aprte avoir vaincn la difficult^ qu'il trouyait d'abord k se familiariser avec 
ses id^Y il exprime la haute consid^ration due k ses traTaux. 

Jacobi se montre plein de y^n^ration pour Legendre dont les oeuvres 
lui ont fonrni le point de d^part de ses profondes Stades. C'est dans ce 
ton que sont ^crites toutes ses lettres k Texception d'un senl passage dans 
lequel il s'agit de la plns grande d^converte de son ^mule Abel oubH^ 
pendant denx ans parmi les papiers de Cauchy. A l'^gard de Oamn son 
jngement est jnste et sans pr^yention. Son admiration ponr les trayanx 
d!Abel est teile qu'il les place au-dessus des siens propres. La grande 
d^onyerte & laqnelle il a donn6 le nom de thiaräme itAbel est d^sign^e par 
Ini comme „la d^conyerte la plus importante de ce qu'a fait dans les Ma- 
tli^matiques le si^cle dans lequel nous yiyons^^ 

En Präsentant au monde scientifique cette correspondance de deux 
g^omötres de nationalit^ diff^rente et pour lesquels Fint^röt de leur science 
fait disparattre tonte autre considdration, je ne puis me refiiser k exprimer 
resp^rance que cet exemple ne sera pas perdu pour la g^n^tion pr^nte. 

BarehardL 



Jaoobi a Legendre. 

Koenigsberg, en l'nisse, le 5 aoüt 1827. 

Monsieur, 

Un jeunc Q^omötre ose yous präsenter quelques d^couyertes faites 
dans la thöorie des Fonctions EUiptiques, auxquelles il a ^t^ conduit par 
r<Studc assiduo de yos beaux Berits. C'est k yous, Monsieur, que cette partie 
brillante de TAnalyse doit le haut degr^ de perfectionnement auquel eile 
a 6ifi port^o, et oe n'ost qu'en marchant sur les yestiges d'un si grand mattre, 
qiui los UrfonuNtro« pourront parvenir k la pousser au delä des bomes qui 
Uli fiiit tUrf pnmcritü» jusqu'ici. C'est donc k yous que je dois offiir ce 
Ulli milt <M>mmo un Justo tribut d'admiration et de reconnaissance. 

Jti tM)niinoiioo k exposer les moments principaux des r^sultats que 
Jn vli^iiM d't>btonlr. Seit p un nombre impair quelconque; yOn remarque ais^- 
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ment en poursuivant les th^or^mes concernant la multiplication des Fonc- 
tions EUiptiques de premi^re esp^ce, propos^s dans le tome I des Exerdces 
de Calcul Integral y que Ton peut toujours parvenir ä F^quation 

dx 1 pdz 1 



an moyen d'une Substitution rationnelle 



p^-i 



X = • 

J'ai observ6, depuis, que cette Substitution peut etre remplac^e par 
le& deux autres, employ^es successivement : 



f. 



p-\ 



a; — _ ^ 

b + b'y' + b"y'+-^+b~' yP-' 



y = 






Apr^s une premi^re Substitution, la Fonction Elliptique va ßtre trans- 
form^e dans une autre de module diff^rent, de sorte qu'on aura 

dx 1 Mdy \ 



dy 1 pdz 1 

Or, en donnant au uombre p des valeurs diflKrentes, on trouve le 
th^or^me remarquable , que chaque module donne fait pari d'une infinite 
itechdles de modules^ dans lesqvels il peut itre Irans forme par une substi^ 
tution algebrique et meme rationnelle. 

Aussi je suis parvenu ä trouver Texpression generale de ces deux 
Bubstitutions-lä , que je pr^senterai sous la forme trigonom^trique , qui me 
paratt la plus commode. Elles poun*ont etre transform^es ais^ment dans 
la forme algebrique mentionn^e. Je commence par la Substitution demi^re, 
qui me foumit le th^or^me suivant: 
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Th^or^me I»). 
„Soit pris Tangle y' de mani^re qu'on ait F{x,(p') = — F* (x), et nom- 

mons en g^n^ral 9)"* un angle tel que F{x, (p"') = — F' [x). Cherchons 
iin angle xp au moyen de la formule 

tang(45<'--^) = ^ _i J (y^^^^y+^X 

V 2/ ^ V +V X (f"'—q> ^ q)P-^4.q>\ " ^2/' 

tang^^^ tang:?:-^-^ tangi--^!^ 

AT 

on aura F{x^(p) = — /^(^,V')- Le signe sup^rieur ou inf^rieur doit fitre 

pris Selon que p est de la forme 4»+l ou de la forme 4«— 1, Toute- 
fois que (p se trouve entre les limites (p"' et 9)"*^*, il faudra prendre 

Fangle x^f entre les limites -y ^ et — h- ti. La d^termination des con- 

stantes M^ l pourra se faire par les formules 

M = 



2 (cosöc y'— cosec <^'" H — + cosöc y^-' ± i) ' 
;i = -— (8in<p'-8in9)'"+-.. + sin9)^-^±i)," 

Je passe ä präsent au th^or^me II, qui r^pond ä Fautre Substitution, 
par laquelle on peut passer du module l au module x, et qui, Joint au pr^cd- 
dent, sert ä la multiplication des Fonetions EUiptiques de premi^re esp^e. 



Th^or^me 11. 
„Soit ii^ + A'^ = 1, soit en g^n^ral rp"' un angle tel, que 

/^(^'.rO = jF\k% 
qu'on fasse 

tang^ = tangv^cos^ci//', tangö'" = tangV'cos^c^"', • • -7 

tangö^-' = tangi/^cos^cv^"^ ; 



*) Je me servirai ici et dans la suite des signes des Exerdceg de Cakul ImUgraL 



k • 
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soit eufin = 2{0'-ff"+0' + ö^"'±lV/), on aura 

F{x,0) = MF{X,ip). 

Les angles 0\ ff", . . . doiveut etre pris dans le memo quadrant de 
cercle dans lequel se trouve l'angle V'-" 
Les th^or^mes I et 11 joints ensemble doiment F{x,0) = pF{Xy(p). 
Je passe sous silence les nombreuses relatious aualytiques tr6s-cu- 
rieuses, que vont foumir les deux th^or^mes propos^s. Je n'ajouterai ici 
qu'ane m^thode, qui peut servir k l'^valiiation des transcendantes F(x,y), 
la plus commode, ä ce que je crois, qu^on puisse itnaginer. 

Eu effet, l se trouvant toujours tr^s-petit, quand m6me le nombre p 
ne surpasse 5 ou 7, on pourra n^gliger les termes de Vordre A^ On aura 

donc simplement F{x, (p) = — t//. La constante M ne diff^rant que de Vordre k'^ 

2 

de la quantit^ —F\x)^ on introduira celle-ci dans le ealeul au lieu de M. 

Par lä on aura en meme teraps corrig^ le r^sultat de la partie non p6- 
riodique de Terreur commise en u^gligeant les quantit^s de cet ordre. Notre 

2 

formule deviendra donc F{x,q>)=^ — F\x)yj, et Terreur commise ne com- 

portera que — ^ — F\x)mn2tp. C'est donc la correction k ajouter pour que 

Terreur ne soit que de Vordre l* *). 

Soit, par exemple, p = 5, x=^ sin 45", je trouve dans le tome IH des 
Exercices, p. 215, ?)' = 2r0'36",02754 43, y'" = 58^ 38' 10", 31402 70, 
Außsi la Table 11 du tome III me donne F'(;f) = 1,85407 4677301, d'oü 
r^ulte 

^' = 5^SJöÖÖ ^ Ö'ÖÖÖ^Ö 11^^ 90541 544. 
On aura donc ä calculer Vangle «// par la formule 

f^nir ^Q'-^ - tangC^0^3y^8^0^->4 y) taDg(29°19>5^i6 + |y) .^^^^a^. , ,^^ 
^*^ 2 "" tang(tO'30'18",01 + J<^) tangC29M9'5",i6- 4<y?) ^'^öV^o tv)j 

et ensuite on trouvera 

F{(p) = 0,00000 11444 90541.1//. 
La correction k ajouter sera —0,00000 007. sin 2 v^. 



♦) Si ron exprime tp en secondes, on aura F(7c,qi) = M'xff, ötant mia M' = ^^^^ • 
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Exemple. ^ = 30*^ 

logtang-5^^ = 8,89549 90« 

logtang^?^'^ = 9,98966 16 

log cot -5?^ = 0,32140 63 



2 



log cot ^^-=^ = 0,59306 27 
logtang:45"-i9)) = 9,76143 94 

logtang(45'^-it^) = 9,56106 90» 
45"- Iv; = - 20*^0' 0", 473 

xp = 468000,95 {M' = 0,00000 11444 90541) 
M'ip = 0,53562 266 
Corr. = +0,00000 07 

F = 0,53562 273 

La Table II du tome III des Exercices donne 0,53562 27328 22. 

Cette m^thode me paratt foumir la mauiöre la plus convenable de 
construire des Tables pour V^valuatioii des Fonctions Elliptiques de 
premi^re esp^ce. 

II n'y a que tr^s-peu de temps que ces recherches ont pris naissance. 
Cependant elles ne sout pas les seules entreprises eu AUemagne sur le 
m^me objet M. Gauss ^ ayant appris de celles-ci, m'a fait dire qa'il avait 
d^velopp^ döjä en 1808 les cas de 3 sections, 5 sections et de 7 sectioii8| 
et trouv^ en m6me temps les nouvelles Gebelles de modules qui s'y rap- 
porteiit. Cette nouvelle, ä ce qui me paralt, est bien interessante. 

Depuis quelque temps j'ai fait encore quelques recherches sur la 
th^orie des Nombres, qui m'ont conduit ä des r^sultats assez curieux rela- 
tifs ä la belle partie de cette discipline ouverte aux göomötres par votre 
cölfebre loi de R^ciprocit^. En eflfet, en partant de la nouvelle throne de 
section de cercle propos^e par M. Gauss dans la huitifeme section de ses 
DisquisiÜones Arithmeticae ^ j'ai d^couvert une m^thode qui me conduit aux 
th^or^mes fondamentaux concemant la throne des R^sidus cubiques, biqua- 
dratiques, et meme des R^sidus des puissances plus ^lev^es encore*). 



*) Je me sers ici dans ce qui suit des signes et des dönominations mis en usage 
U. Ga ' 



par M. Gauii dans ses DisquisUiones Arithmeticcie. 
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Ponr en donner ane id^e siiccincte, je mets ici la d^moostration da 
tb^or^me fondamental relatif aux R^sidus qnadratiqnes, fond^e sur ces 
Qonveaux priiicipes. 

Soit/» un uombre premier impair, aoit x one racine de l'öquation ^^ = 0, 
Boit g une racine primitive de la congraence j^'— 1^0 (mod. /)), on a 

On a de ni€me en g^n^ral 

6gal h +y (— 1) ' p on Ji — y(— 1) ' p, aelon qoe q est r6aidn quadratique 
oa non r^sidn qnadratique dn nombre p. Mais le nombre q ^tant ansai 
premier, on a, en n^gljgeant les mnltiplea de g. 



2.9_^M_|... 



= (x~af + - 



)' = (-l)-^ 



P 



C(-i)>- 



Donc 5 sera R on iV./t de p selon que (—1) ' ' p ' ^divis^par^, 
laisae +1 on —1, ee qui est pr^eis^ment la loi de R^ciprocit^, ou, d'aprfea 
M. Gaasg, le th^orfeme fondamental relatif aux Rösidua qnadratiquee. 

J'ajonte plnsieurs th^or^mes relatifs aux R^sidn» unbiques qni r^- 
Bnlteot tons d'un m^me tb^or^me g^neral. Ce sont lea premiers de ce genre 
qui ont 4it& propos^s. 

Etant donn^ un nombre premier/» de la forme 6«+l, un autre nombre 
premier quelconque sera r^sidu cubique de p toutea les fois que 4p aera de 
Tone dea deux formea 

r + 21q'M^ ou q'V + 21M\ 

Cependant il faut exclure la forme seconde dang les cas de g= 2 et 9=3. 

Aussi q ^tant un nombre premier plus grand que 7, U sera rösidu 
cubique de p toutes lea fois que p est de la forme [qx + mM)''-{-21M^, le 
nombre m ^tant donn^ par rapport ä 9 au moyen de la Table auivaute: 



11 13|I7 


19 


23 


29 


31 


37 




4 1 3 


3 


2 
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AinAi. par exenple. k nombre 37 eHt residn cnbiqoe de p toates les fois 
t\nt: ip 'ten i^ I'iae des aepc fonnes: 

r-r36963Jr, 13691 -r 27 Ji=, 
37«^ 3Jr/-r27Jr, 37*+9Jr}*+ 27Jr, 
37«-r7Ji/4-27jr, 37z-rl21f)*+27ir, 

37r-8Jf *-27jr. 

Le aombre 4p n'etänt p^^ eompris äood i'ane des formeä Stabiles par 
1« rheoreme* precedeniSw le oombre q n'en saara etre r^sidu cnbiqne. 

M. Crmut a presente a la Societe de Goettingae, il y a environ deux 
and, an premier Memoire reladf a la theorie des R^sidas biqaadratiqaea, 
laqnelle est beaaeoap plus äurfle qae eelle des R^sidus cubiqaes. Ce Me- 
moire na pas eneore pam. mais il en a donn^ un |xtrait dans les Anmalei 
de Goettimgme^ annee 1825. vol. I. Les th^or^mes qui s*y tronvent annonc^ 
$e demontren; et pi>iim>nr meme etre g^neralisös par mes m^thodes avec 
une raeiliie extreme: et, a ce que je crois, ce sera de mßme avec tont ce 
qn*on poorrait erablir $ar les Residns des puissances. Ledit grand g^om^tre 
m*a ecri:. depni^ qnll ponrsnivra le m€me objet dans trois antres M^moires 
destines k eope presentes ä la Societ^« et 11 se plaint qne le temps Ini 
manque k publier ses vastes recberches sur diff^reuts objets de la plns 
^jande importance. Je snis avec le respect le plus profond, 

Monsieur, 

Votre trfes-humble serviteur, 
Dr. C.-G.-J. Jacobi, 

Aoprea rUni7er8it4 de Koenigsberg, en Prasse. 



Legendre ä JacobL 

Ptfis, le ao oovembre 1827. 



Monsieur, 



l'o «*ost que depuis quelques jours que j'ai re^u des malus de M, 
llJi'Aiie*/ Hriss^ la lettre que vous m avez feit Fhonneur de m'^crire en date 
du r> Hoöt donüon Je connaissais dejä votre belle d^couverte dans la 
tlu^orlo ilos fonetions eUiptiques, par les deux lettres que vous avez feit 
liiw^wr dann lo tt\ 123 du Journal astronomique de M. Schumacher. Le 



^ 
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th^orfeme I contenu dans ces lettre», m'^tait d^jä connu, puisqu'il s'accorde 
enti^rement avec la seconde Schelle des modules dont j'ai d^velopp^ les 
propri^t^s dans le chap. XXXI du tome I de mon trait^ des fonctions 
elliptiques, imprim^ en 182ö et present^ k raead^mie dans sa s^ance du 
12 septembre de la dite ann^e. Le tome 11 n'a ^t^ imprim^ qu'en 1826, 
et Touvrage entier n'a ^t^ mis en vente chez Mrs. Treuttel et WurU qu'au 
mois de janvier de cette ann^e; ainsi il n'est point donteux pour moi que 
vons n'ayez eu aucune connaissance de mon ouvrage et que vos propres 
recherches vous aient conduit au mßme r^sultat que j'avais imprim^ deux 
ans avant vous. Mais ce qui vous appartient ineontestablement c'est le 
theor^me II qui contient la d^couverte d'une troisi^me Schelle de modules, 
Celle que vous d^signez ä bon droit comme r^pondant au nombre 5. J'ai 
v^rifi^ ce th^or^me par les m^thodes qui me sont propres et je Tai trouv^ 
parfaitement exact. En regrettant que cette d^couverte m'ait ^chapp^ je 
n'en .ai pas moins ^prouv6 une joie tr^s-vive de voir un perfectionnement 
si notable ajoute ä la belle theorie, dont je puis me dire le cröateur, et 
que j'ai cultiv^ presque seul depuis plus de quarante ans. L'invention de 
la seconde Schelle attach^e au nombre premier 3, m'avait mis k port^e 
d'expliquer beaucoup de r^sultats d'analyse transcendante dont les autres 
formules ne pouvaient rendre compte; je le trouvais digne d'int^rßt par 
diff^rents r^sultats que son d^veloppement m'avait fait connattre dans le 
chap. XXXI et particuli^rement par le moyen qu'elle foumit de r^duire k 
deux ^quations du 3™® degr^, la trisection de la fonction F qui dopend en 
g^n^ral d'une ^quation du 9™« degre, enfin la combinaison de deux Gebelles 
d^jä connues me donnait le moyen de former l'esp^ce de Damier analytique 
dont j'ai fait mention page 326 du tome I, qui dans ses cases multipli^es 
k Vinfini dans les deux dimensions contient toutes les transformations d'une 
mSme fonction donn^e F. Votre troisi^me Schelle, Monsieur, vient ^tendre 
aux trois dimensions de l'espace, les cubes infiniment multipli^s dans tous 
les sens qui contiennent les transformations de la fonction F; ils remplissent 
donc toute l'^tendue de Tespace. Mais l'imagination d^jk frapp^e de cette 
multitude infinie de transformations dont aucune fonction analytique ne montre 
Fexemple, est en quelque sorte accabl^e quand vous affirmez qu'il y a une 
quatri^me Schelle attach^e au nombre premier 7, une cinqui^me au nombre 
premier 11, et ainsi pour tous les nombres premiers k l'infini sans aucune 
exception. Aucune preuve de cette assertion ne se trouvant dans le n"". 123 
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du Journal astronomique , j'avoue que j'^tais port^ ä croire que la propo- 
sition n'^tait pas exacte et que rinduction seule avait pu vous la sagg^rer. 
En eflfet une m^thode assez simple que j'avais employ^e pour v^rifier votre 
th^or^me II, pr^sentait deux ^quations de plus que d'incounues , mais ces 
^quations se sont trouv^es satisfaites. Cette mSme m^thode appliqu^e k 
r^chelle ult^rieure pour le nombre premier 7 contiendrait trois 6quationB 
de plus que d'iuconnues; j'ai commenc^ le calcul, mais je ne Tai pas achev^ 
pour m'assurer si ces trois ^quations n'^taieut qu'une cous^quence des autres. 
Dans les echelles ult^rieures le nombre des ^quations oiseuses augmenterait 
progressiv ement ; j'^tais donc en doute sur la proposition consid^r^e dans 
toute sa g^n^ralit^. Mais ayant regu votre lettre j'y ai vu les deux for- 
mules g^n^rales sous forme trigonom^trique dont toute votre th^orie dopend; 
je vois d^s lors que ce n'est pas sui* Tinduction, mais bien sur une analyse 
profonde et rigoureuse que vous avez Stabil votre proposition g^n^rale. 
Maintenant je ne puis que vous t^moigner le d^sir que j'^prouve d'avoir 
communication de l'analyse qui vous a conduit ä ces deux formules; la 
grande habitude que j'ai de la mati^re me fera contenter d'une simple in« 
dication de la m^thode, ou de son principe fondamental; je pourrais bien 
esp^rer de r^ussir dans cette recherche en y consacrant un certain espace de 
temps, mais vous m'obligerez beaucoup, Monsieur, de m'^pargner cette peine« 
II me sera fort agr^able de composer d'apr^s votre m^thode, et avec une 
due mention honorable de son auteur, un Supplement au tome I de mon 
ouvrage, oü j'exposerai votre belle d^couverte dans tout son jour, et qui 
en sera un des plus beaux ornements. 

Vous recevrez par la voie de M. Tambassadeur de Prusse, qui a 
bien voulu accueillir ma demande, un exemplaire de mon trait^ des fonctions 
elliptiques dont je vous prie d'agr^er Thommage. J'ai profit^ de la m£me 
occasion pour faire passer ä M. Alexandre de Humboldt k Berlin, une lettre 
oü je lui fais part de mon opinion sur votre belle d^couverte dont j'ai ausiü 
entretenu Tacad^mie des sciences de Paris dans sa seance du 26 novembre 
demier *). 

Je ne vous dirai rien dans ce moment sur Tarticle de votre lettre 
qui conceme vos d^couvertes dans la throne des nombres. J'espfere revenir 
sur cet article dans une autre occasion, pour peu que vous vouliez la 

*) Voir pour la commuuication ä Facadämie des sciences ä la suite de cette lettre. 

B. 
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faire nattre ; car devant faire imprimer rannte prochaine une troisi^me Edition 

de ma th^orie des nombres, dans laquelle il y aura plnsieurs additions im- 

portantes, surtout dans la partie qui conceme les ^quations ä deux termes, 

je serais fort aise d'y pouvoir ins^rer quelques-uns de vos nouveaux r^sultats, 

avec mention honorable de son auteur. 

Comment se fait-il que M. Gauss ait os^ vous faire dire que la plu- 

part de vos th^orfemes lui ^taient connus et qu'il en avait fait la d^couverte 

dte 1808? . . . *) Cet exc^s d'impudence n'est pas croyable de la part d'un 

homme qui a assez de m^rite personnel pour n'avoir pas besoin de s'appro- 

prier les d^couvertes des autres Mais c'est le mßme homme qui en 

1801 voulut s'attribuer la d^couverte de la loi de r^ciprocit^ publice en 

1785**) et qui voulut s'emparer en 1809 de la m^thode des moindres 

carr^ publice en 1805 ***). — D'autres exemples se trouveraient en d'autres 

lieux, mais un homme d'honneur doit se garder de les imiter. J'ai Fhonneur 

d'fitre, Monsieur, votre d^voud scrviteur. 

Le Gendre, 
Paris, Quai Voltaire n"". 9. 



Extrait du Globe (n^ de jeudi 29 novembre 1827). 

A la lettre de Legendre fut Joint le num^ro indiqu6 ci-dessu» du Globe 
dans lequel on trouve le rapport suivant sur la communication faite par 
Legendre k l'acad^mie des sciences dans sa s^ance de lundi 5 novembre 1827: 

n n'existait jusqui'ici que deux Gebelles de modules, Fune connue 



*) L'exactitude de cette assertion est prouvde par T^dition des oeuvres compl^tes 
de Gauss vol. 3 pp. 492—496, oü M Schering donne les dates pr^cises des travaux 
de Gauss relatifs ä la tb^orie des fonetions elliptiques et publies apr^s sa inort. B. 

^ Quant ä la loi de r^eiproeit^ des rösidus quadratiques 11 faut distiuguer la 
döcouverte par Observation et la d^nionstration de la loi. La premi^re d^monstration 
a it& donn6e, coiume Ton sait, par Gauss daos ses disquisitiones arithmeticae, tandis 

äue la d^moüstration essay^e par Legendre reposait sur des bypothöses non moins 
ifficiles ä d^montrer que la loi nieme. Dans Tarticle 151 des disquisitiones Gauss 
parle d^Euler et de Legendre comme de ceux qui avant lui sont parvenus par Obser- 
vation ä cette loi. Dans un autre endroit (Tbeorematis arithmetici demonstratio nova, 
art. 2, Comin. Gotting. Vol. XVI, 1808) Gauss dit: Pro primo hujus elegantissimi tbeo- 
rematis inventore ill. Legendre absque dubio habcndus est, postquam lon^e antea summi 
geometrae Euler et Lagrange plures ejus casus speciales per inductionem detexerant. B. 

***) Dans la tbeoria motus corporum coelestium publice par Gauss en 1809 on 
trouve (art. 186) ä la suite de Texposition de la m^thode des moindres carr^s le pas- 
sage: Geterum principium nostrum, quo iäm inde ab anno 1795 usi sumus, nuper 
etiam a dar. Legendre in opere Noueelles m6ihodes pour la ditermination des orbites 
des combtes, Paris 1806 prolatum est. B. 

Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 3. 28 
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depuis longtempB, Tantre publice tout r^cemment dans mon Tratte des fonctions 
elliptiques et aflfect^e an nombre premier 3. Or la lettre ins^r^e par M. 
Jacobi dans le Journal astronomique d'Altona contient deox th^or^mes qoi 
donnent naissance ä deux nouvelles Gebelles de modales affect^es, savoir: 
la premiöre au nombre premier 3 (c'est pr^cis^ment celle k laquelle j'^tais 
arriv^ moi-mfime; je regardais sa d^couverte comme Tun de mes txavaux 
les plus importants, et cette decouverte M. Jacobi Va faite certainement de 
son Göt^) ; la seeonde Gebelle ä laquelle je n'avais pas pens^ et qui appar- 
tient exclusivement ä M. Jacobi est affect^e au nombre premier 5. Par 
cette demi^re Schelle, M. Jacobi a multipli^ k Vinfini les transformations de 
la fonction elliptique de premi^re esp^ce , d^sign^e par F(c, (p). J'ai pu 
v^rifier, mais seulement au moyen des calculs les plus ^lev^s, que cette 
decouverte de M. Jacobi est tr^s -reelle. Cependant cet auteur ne s'en est 
pas tenu Ik; il a voulu aller plus loin. II a annonc^ que la m6me m^tbode 
qui Tavait conduit aux r^sultats pr^c^dents lui donnait les moyens de former 
une quatriÄme Gebelle attacb^e au nombre premier 7, une cinqui^me au 
nombre premier 11, et ainsi k Vinfini. Ici, dit M. Legendre, je n'ai plus 
6t6 de lavis de M. Jacobi, et j'ai m6me cru pouvoir lui ^crire une lettre 
dans laquelle je lui indiquais ee qui, suivant moi, Tavait induit en erreur. 
Heureusement l'envoi de cette lettre a 6t6 assez ret^xd^ pour que j'aie pu 
re(H)nnattre que c'^tait moi-mSme qui me trompais, et que M. Jacobi sur ee 
point comme sur les autres avait compl^tement raison ; et je Tai reconnu avec 
d'autant plus de plaisir que c'est sur un sujet dont je m'occupe depuis plus 
de (luarunte ans que j'ai 6t6 ainsi surpass^ par M. Jacobi, mon 6mule. Ce 
n'eHt pus pur induction que M. Jacobi est parvenu aux r^sultats qu'il a 
publii'^s; (^'ost pur une tb^orie profonde et infaillible et k Taide de deux 
tlu^orömcs cuti^remcnt nouveaux, qu'il a fait cette decouverte, qui agrandit 
roiiHidi^rubloment la tb^orie des fonctions elliptiques et en fait une brauche 
triuialyKo purfaite dans son genre et qui ne peut 6tre compar^e k aucune autre. 
Uno priucipale consiJquence entre une infinit^ d'autres qui r^sultent 
tl(^ cM^tto KHVunte analyse, c'est que la trisection de la fonction F qui dopend 
nii K^^nrfrul crune t^quation alg^brique du 9™« degr^ se rdduit k deux ^ua- 
tloiiK du !<•"•'; quo la quintisection qui est du 25™« degr^ se röduit k deux 
(iqualloiiK i\x\ 5*"*; de sorte que la consid6ration des propri^tds de notre 
irniiw^MMMlHntc Hort k n^aoudre des problÄmes d'analyse alg^brique d'une grande 
illflloulU^ et on nombre iufini. 
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M. Jacobi a annonc^ aussi, et prouv^ par des exemples, qu'il a fait 
des d^couvertes importantes dans une des parties les plas importantes de 
la Science des nombres, sur laquelle M. Gauss a annonc^ des r^saltats 
nouveaux sans les avoir encore publi^s. 

Frapp6 de tant de beaux travaux, j'ai voulu, dit M. Legendr e, prendre 
quelques renseignements sur la personne de M. Jacobi: j'ai appris que 
c'^tait un jeune homme de 25 ans *) attachd ä l'universit^ de Koenigsberg, 
oü il n'est pas encore professeur, et oü il n'occupe qu'un grade inf6rieur 
analogue ä celui d'agrdg^ parmi nous. 



Jacobi a Legendre. 

Koenigsberg, le 12janvier 1828. 

Monsieur, 

Je chercherais en vain ä vous d^crire quels fiirent mes sentiments 
en recevant votre lettre du 30 novembre et en meme temps le num^ro du 
Globe qui contient la communication que vous avez bien voulu faire ä 
TAcad^mie des Sciences de mes essais. Je me sentis conftis, accabl^ de 
cet exc^s des bont^s que vous m'avez eues et du sentiment que jamais de 
ma vie je ne saurai m^riter de pareilles. Comment vous rendre gräce? 
Quelle satisfaction pour moi que Thomme que j'admirais tant en d^vorant 
'ses Berits a bien voulu accueillir mes travaux avec une bontd si rare et 
si pr^cieuse! Tont en manquant de paroles qui soient de dignes interprfetes 
de mes sentiments, je n'y saurai r^pondre qu'en redoublant mes efforts ä 
pousser plus loin les belles th^ories dont vous ßtes le cr^ateur. 

J'avais d^jä appris il y a quelques mois que vous avez publik un 
nouvel ouvrage sur les Fonctions EUiptiques en deux volumes. Aussitöt 
j'ai donn^ ä un libraire de Berlin Vordre de me le faire parvenir: mais, ä 
mon grand ddpit, je ne Tai pas encore re§u. J'attends donc avec une 
impatience extrßme le cadeau brillant que vous m'en avez voulu faire et 
pour lequel je vous rends mille gräces. 

Depuis ma demi^re lettre, des recherches de la plus grande impor- 
tance ont et^ publikes sur les Fonctions EUiptiques de la part d'un jeune 
göomfetre, qui peut-6tre vous sera connu personnellement. C'est la premi^re 
partie d'un Memoire de M. Abel^ ä Christiania, qu'on m'a dit avoir et^ ä 



*) Jacobi, ni le 10 döcembre 1804, n'avait pas m^me atteint Tage de 23 ans. B. 

28» 
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Paris il y a denx on trois ans, ins^r^ dans le second cahier du second 
voIume du Journal des MatkemaÜques jmre$ et appUquies publik ä Berlin 
par M. CreUe. La eontinnation doit avoir et^ pabli^ dans ces jonrs dang 
le cahier troisieme dudit Journal: mais eile ne m'est parvenne pas encore. 
Comme je sappose qne ee Memoire ne yous soit pas encore connn, je yons 
en venx raconter les detafls les plus int^ressants. Mais, pour plus de com- 
modit^. j avancerai le mode de notation dont je me sers ordinairement 

Si Von pose f ^-. — ^ = ly Tangle y ^nt Vamplitude de Sy je 

le d&igne par am I: K etant la fonction enti^re = f -===== , je mets, 

J yi — x^vaup* 

au lieu de am.lf— -T, , eette autre expression cpamj (c'est-ä-dire comple^ 
memti amplitmdo). Je desigrne, avee vous, 

5—; ^^--^ dtdnS . ^ 

1 1— ;f*sin am^ - = ,^ par ^am^. 

Le module $era mis ^ eöte. $i on le juge eonvenable; toutes les fois qu'ü 
sera supprime dans le suivant, les formules se rapportent au module x. 
Du reste. je designerai le complement de x par x' et la fonction enti&re 
iiui repond k x par A". 

M. Abel commence par donner Texpression analytique de toutes les 
raoines des equanons elevees desquelles depend la division des Fonctions 
KUiptiques. En effet. soit siny = »tang^, • etant >/— 1, on aura 

d^f ___ id%p 

d oü Ton tiiv 

sinam.tZar) = itangamCZ, x'\ 

thiH^r^mo (inidanienul de M. Abel 

Je remarque emHuro les formules suivantes: 

iH^am^tX»^) = s^am(i', x'), 

Jm\JS,x^r=. ^^^7L~: = eos^eoam(j;x'}. 
.f<«ui,f«« • co8am(^,x'j ^ ^ ' 

AuMi Oll aum 

sinam,'2j#f»ar} = 0, 

sinamv-s+iA^ = — . ^ ^ 

i£«u.««*My I »am am*«' 

cotam(i'+iA'*) = — i^amZ, 
J9m{S+ilC} = — fcotamj, etc. 
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Comme on a 

tangam(2m'Ä'', ;f') = 0, 

m' ^tant un iiombre entier, on aura aussi 

sin(2m'iÄ'>: = 0, 

d'oü suit qu'on aura en gen^ral 

8inam(3'+4mÄ'+4m'fff') = sin am «T^ 

m et m' ^tant des nombres positifs ou n^gatifs. On voit donc que les racines 
de r^quation 61ev^e qui sert ä la division de la Fonction EUiptique Z en 

n parties seront de la forme sin am ^^^^-^^'^ JL^- — ^ fonnule qui embrasse 

tontes les racines au nombre de «^, si Ton donne ä m^ ni successivement 
les valeurs 0, 1, 2, ..!, «—1. 

M. Abel ramdne ensuite la division d^une Fonction EUiptique quelr- 
conque Z ä la division de la Fonction Entiere K, En effet, soient a^ ß des 
racines quelconques de F^quation a?" = 1, l'expression 



\ ^^ p sm am — ' ' ) ), 



oü Ton donne ä m, ni toutes leurs valeurs 0, 1, 2, ..., «—1, ne chan- 

m 

gera pas si Ton met, au lieu de sin am--, une autre racine quelconque 

sinam ^ ^ "^ ^^ . Cette expression sera donc sym^trique par rapport 

ä ces racines et pourra, par cons^quence, 6tre exprim^e par 

sin am 3* **). 

A präsent si Ton donne k a, ß toutes leurs valeurs possibles, ce 
qui donne n^ combinaisons, on tire de lä les valeurs de toutes les racines. 
M. Abel suit une autre m^thode, qui, si je ne me trompe pas, rend le 
Probleme plus compliqu^ qu'il n'est en lui-meme. 

La division de la fonction entiere, laquelle dopend en g^n^ral d'une 

»"—1 
^quation du degr^ — x— , est ramenee ä une ^quation du degr^ «+1, » ^tant 



*) Od entend par ^ la somme des expressions formees de ladite maniöre. 

**) II faut ajouter: Et par des qoantit^ constanteS; mais irrationnelles ^ de la 

4mK+4m'iK' 
fonne smam 



•■ifr' 



■ ■ *" 



^ . jMTm*. m i wpmmi i r a ce wuiik^malique. 

. ffls. -**ir '- = 0), g une racine primitiye 

~ 1 iu*»L m . yC^) une fonction trigonom^triqae 
^ai/i^i^i^t^ i«^ -"- « iine racine de l'^quation a?*~* = 1, on y 

. -• c fa . ff g'Wj . .. , (p{g'"~'^m). Or les fonctions symö- 

r-- (Uüaciw ne saoront avoir que des valeurs diff^rentes an 

jt: :^p«>iident ä a = 0, u' = l; a=l, |U' = 0; ^«^ = 1, 

, . i. f. . »— i. Done elles seront donn^es au moyen d'une ^quation 

j^^-»ruac üi w^ »-r-1. Je vais ajouter ä präsent les propres paroles 

,^ "i 40fn.. ea nMOArqoant qu'U consid^re dans son* Memoire les Fonctions 

-upci«« .->«. 1« forme /•'-==^j==: 

..IVtiv\ eu demier lieu, la resolution de requation P« = est r^duite 
X :<S,^ dune soule eqnarion de degre ii+l: mais cette ^qaation ne parait 
jvis o:i ^Mieral etre resolnble algebriqnement N^anmoins on peut la r^- 
^'aii:^' oompletomeiit dans plnsieurs cas particnliers , par exemple lorsqne 

<r i\ «^ <*|3, c* = r,2±]3\ etc. Dans le cours de ce Memoire*), je 
m\vou)H^nii de oe$ cas« dont le premier snrtont est remarqnable , tant par 
U $impUoite de la Solution« qne par sa belle application dans la g^om^trie. 
Kw offot, entro antres, je suis parvenu k ce theoreme: On peut dieiser la 
srtr\\*mfVrtmcfr emH^e de la lemniscatey par la regle et le compas seuh, en m 
f^itr^x's t^ifole*^ JN m est de la forme 2" ou 2"+!^ le demier nombre etant en 
m%^t lemps premiiT: om tien si m est yn prodmt de plusieurs nombres de 
ct\s dK'^sr formes. Co theoreme est. comine on voit, pr^cis^ment le mgme 
quo oolui do M. Gauss relativement au cerele.** 

i'onnaissaut los raoines des equations mentionnees, M. Abel les r^- 
«iout ou faotouw: ousuito, dans les foriuules qui en r^sultent, il pose ii = oo, 
d\M\ il tiiv dos oxprossions tn^s-reinarquables: mais cela n'a plus aucune 

dirtloulfo, 

Nous uravoÄ pormis, Monsieur, de vous communiquer l'analyse dont 
lo uio »or», l-uo dönionstration rigmireuse du tWorÄme g^n^ral concemant 
U'H irnuAt^^rmAtion« * iittprimo Jk presont dans le Journal de M. Schumacher; 

"^ ^jui uWt |tN» en\H>iv publik. 




Legendr e et Jacobi, correspondance maihimatique. 223 

• 

eile vous sera envoy^e aussitöt qu^elle sera imprim^e. Mes recherches 
ult^rieures sont encore loin d'6tre finies; cependant j'en embrasserai une 
partie dans un Memoire que je croiß pouvoir publier dans peu. II s'y 
trouvera, entre autres, un r^sultat curieux qui d'abord m'a frapp^ un peu; 
c'est le cas suivant. Si Von peut transformer un module x dans un autre l, 
on a entre ces deux modules une ^quation alg^brique du d^gre u+l, si la 
transformation se rapporte au nombre n^ qu'on suppose 6tre premier. Ces 
^quations sym^triques en % et l sont, par exemple pour w = 3, « = 5 : 



4 — 4 — 



oü Von a suppose u=^ ^x, t? = ^l. II parait remarquable que ces ^quations, 
qu'on pourrait appeler equations modulaires, ont leur forme la plus simple 
entre les quatrifemes racines des modules. Or toutes ces Equations alg^- 
briques en nombre infini satisfont ä une meme ^quation diff^rentielle du 
troisi^me degrd, savoir: 

3 (rfx' d")? - dl' dT-x') - 2dx dk {dxd'l - dl d'x) 

oü Ton n'a suppos^ constant aucun diff^rentiel. Aussi j'ai trouv^ que, 
dans certains cas, on retombe sur le mSme module, de sorte que la trans- 
formation devient multiplication; ainsi x ^tant /|^, on aura deux racines de 
Wquation t#^-t?H5w'<?'(t#'-<?')-4w(l-t#*0 = Egales ä {l±i)u', d'oü 
Ton tire e^ = l'^ = x^ == |, Ce sera dans tous les cas oü le nombre n est 

la somme de deux carr^s, « = «^+46^, x ^tant |/^; la Fonction EUiptique 
se trouve alors multipli^e par a±2bi. On remarque des choses semblables 

dans les modules qui sont li^s d'apr^s une Schelle quelconque avec x = y^. 
C'est un genre de multiplication qui n'a pas son analogie dans les arcs de 
cercle. Je suis tr6s curieux de savoir votre avis sur ma d^monstration, 
laquelle ä la v^rit^ est un peu compliqu^e. La nouvelle d'une troisi^me 
^tion de la Theorie des Nombres m'a charm^. Je n'ai travaill^ sur cette 
science que tr6s-peu de temps; quand je m'aurai pris la libert^ de vous 
communiquer un petit Memoire qui va ßtre publik sur la th^orie des R^si- 
diis, vous verrez que mes id^es ne m^ritent pas la place brillante que vous 
leur avez Offerte. Aussi les recherches sur les Fonctions EUiptiques doivent 
6tre en quelque sorte finies avant qu'elles soient dignes de former un Supple- 
ment ä un ouvrage sans doute parfait dans toutes ses parties. 
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Adiem MoDdienr. daignez recevoir leg respects les plus profonds qoe 
m'iiispirent la soperiorir^ de vo» lomieres et La g^n^rositö de vos sentiments. 
Jamals de ma rie je n'ooblienii cette bont^ de p6re avec laquelle vom 
avez Toala meneoftrager dans k carri^re des sciences. 

Votre d^voa^ senriteur, 

C.-(r.-/. Jacobi. 

P. S. Le troisieme eahier du Jommal de CreUcy que je viens de 
reeeToir. ne contient pas eneore la suite du Memoire de M. Abel. 



Legendre a JacobL 

Paris, le 9 fevrier 182.S. 

Monsieur. 

Loreque j ai re^u vorre lewre du 12 janvier, M. Schumacher m'avait 
döjäi envove le n^ 127 de son Journal, oü .se trouve votre d^monstration du 
rheorvme sur le^ rransfonnadons des fonetions elliptiques. J'ai pris infini- 
ment de plaisir ^ votre demonsrrarion oü brille votre sagacit^ et que je 
tn>uve fort iH^urte relaiivemem ^ la grande etendue de son objet; eile m'a 
sagjrvrt^ quelques remarques dorn j w envoy^ un pr^cis k M. Schumacher 
p^nir t^n^ imprime daiis Si^n Journal, suivant le d^sir qu'il m'en avait t^- 
tt\oipu\ l^ uiaui^w dou: vous passez de la valeur de 1— y ä celle de y, 
d^H^^n|Hv^^%v ej;:^loment eu iaoteurs. ma paru tr^s-^l^gante; mais ce qui, ä 
mw veu\. niit le ftaihi merite de votre demonstration, c'est Theureuse id^e 

1 1 

quo vou* A\o4 ouo de suN«i:uer ^ la tois -^ ä x et j^^y- Cette double 

»uUscituttou qui $^:i^^^: ^ lequ^tion ditTeronrielle . doit satisfaire aussi aux 
uitOjitnUN!^ qui Ia r\*pa^en^^ut : ji^r ee moyen vous pouvez v^rifier d'un trait 

do i^luwe U X5ileur « ■ | • ^^* ^'^^«s tn>uvez pour seule condition la va- 

lou» ^tw uusluto i e\i>ntmv en tonoiiou du module donn^ x; d^s lors le 
th\svi\^wK^ v\< acu^vi5iv d^ns ^nuo sa geueralW, saus aucun calcul penible 
0* iv^x wno ^nt\^ d Vuchauttnuour : vous verrez dans ma note que cette belle 
aouuMVTi»H?vu ttiaur^Mt jkini plus satistaisante, si vous y eussiez Joint quel- 
^^v\^ dsHAiU *ur U *i^rie des idivs qui vous ont oonduit ä la valeur suppos^e 
iH^ui t «. ^A^ÄS |HHim"^4 avoir eganl ä mon Observation dans les autres 
kiAilHV^ di v\vii twWft^lw* qii vous restent k publier. J'ai indiqu^ aussi 
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une v^rification de votre th^or^me qu'il serait curieux d'effectuer et qui 
mettrait dfes k präsent cette d^couverte dans tout son jour. Par voa formules 
il est facile de trouver la valeur de la fouction T en facteurs; ensuite Vid^e 
yient natnrellement de faii*e les sabstitutions dans l'^quation 

dU _^V^ _ J T_ 
Udx TU "~ MVV 

afin de voir si eile est satisfaite. L'^quation mise sous cette forme se d^- 
compose dans les denx membres en fractions partielles dont les d^nomina- 
tenrs sont les facteurs binomes des fonctions U et V, et il est facile d'avoir 
l'expression g^n^rale du nnm^rateur correspondant k un facteur quelconque 
de Vy et Celle du nnm^rateur correspondant k un facteur quelconque de F. 
L'identit^ de T^quation foumira donc deux conditions g^n^rales qui 
devront etre satisfaites. Depuis Venvoi de ma note j'ai observ^ que ces 
deux conditions se r^uisent k une seule que je präsente ici sous la forme 

la plus simple. Soit cf„, Tamplitude teile que F[a^) = ^ i < ^^ ^^ condition 

dont il s'agit et qui doit avoir lieu pour toute valeur de i depuis 1 jusqu'k 
n, est celle-ci: 

2 cos a,,(^K^ - 1)CX^L _ i) . . . ( JL^ _ i)(i _ ..«!E!«iL) . . . (l _ «il««) 

= (1— ;^^sin^a2.8in'«i) ( 1— ^f'sin^aj.sin^ofa) (1—^^ sin'Oj, sinV5)...(l— ;f^ siira2.8in'a2n-i)- 
Cette ^quation doit etre vraie d'apr^s votre d^monstration , mais il 
Berait interessant de la d^duire des premiers principes de la tli^orie des fonctions 
elliptiques. C'est une recherclie que je laisse k votre sagacite et qui me parait 
assez importante puisqu'elle confirmera d'un§ mani^re invincible Fexactitude 
de votre thdorfeme. Je suis par venu k cette ^quation au moyen d'un lemme 
que j'ai d^duit de vos formules et qui dans votre notation serait ex- 
prim^ ainsi: 

1 ^' 



. ,/ 2»»A'\ r^ 2mK\ f „ 2mK\ 



1 - X X flm (am^-^-p^ j co9'(am ^^^) 

Je crois voir en ^crivant ceci que ce mßme lemme donnera assez 
facilement la d^monstration de mon ^quation. 

J'avais d^jk connaissance du beau travail de M. Abel ins^r^ dans le 
Journal de Crelle. Mais vous m'avez fait beaucoup de plaisir de m'en 

Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 3. 29 
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doimer une analyse dans votre langage qui est plus rß,pprochi£ da mieo. 
C'est une grande satisfaction pour mpi de vpir deux jeirnes g^m^tres, eomme 
vous et lui, cultiver avec succfes uue brauche d'analy^e qui a fait ßi long- 
temps Tobjet de mes ^tndes favorites et qui n'a point ^t^ accueillie öjm^ mon 
propre pays comme eile le m^ritait. Vous vous placez par ees travaux 
au rang des meilleurs analystes de notre ^poque ; nous voyons au contraire 
ici les talents peu nombreux qui y restent se livrer k des rechercbjBS yagueß 
qui ne laiBseront que de faibles traces dans Thistoire. Ce n'ßst paB ^us»ez 
d'avoir du talent, il faut savoir choisir Tobjet dont on doit s'occupßr. 

J'attends avec impatience la suite des recherches que voii« fßrez 
parattre dans le Journal de M. Schumacher, et particuli^rement leß relaiiow 
que vous avez trouv^es entre deux modules qui peuvent se transformer Tun 
dans Tautre. Vous me donnez pour le cas « = 3 l'^quatiou 

ä laquelle j'ai ajout^ le double signe ± ; j'ai pour le meme cas donn^ dauB 

mon trait^ F^quation 1 = )/cCi-r)/66i qui revient au mfeme. Mais vous ßtes 
all^ beaucoup plus loin. 

Je ne m'occupe pas encore de ma troisifeme Edition de la theorie des 
nombres, ainsi vous avez tout le temps de me faire part de ce que vous ^vrez 
imprim^ sur les r^sidus de diflF6rents degr^s. J'ai d6jk approuv^ beaucoup 
votre d^monstration de la loi de r^ciprocit^ k laquelle pourtant il faut ajouter 
quelques d^veloppements ; je pourrais vous indiquer dans cette partie des 
objets de recherche qui ont une di^cult^ digne de vous; mais j'aime mieux 
vous donner le conseil de ne pas donner trop de temps aux recherches de 
cette nature. Elles sont tr^s-difficiles et ne m^nent souvent ä aucun r^sultat 

Je suis ^tonn^ de ce que vous n'avez pas encore regu rexemplaire 
que M. l'ambassadeur le baron de Werther avait promis de vous faire 
passer. II faut le r^clamer k Berlin si vous ^prouvez de nouveaux retards. 

Agr^ez, Monsieur, Tassurance de mon estime bien sincfere et de mon 
entier d^vouement. 

Le Gendre. 

Je vous prie de ne pas prendre la peine d'aflfranchir , quand vous 
m'^crivez, il ne faut pas que ma correspondance vous soit on^re^se. 
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Jacobi ä Legendre. 

Koeniöjsberg, le 12 avril 1828. 

Monsieur, 

II me fallt voiis faire de grandes excuses d avoir retard^ aussi long- 
temps la r^pouse k votre aimable lettre, pleine de vo8 bont^s, qui fönt la 
plus douce r^compense de mes efforts et un grand bonlieur de ma vie. En 
eflfet, j'avais esp^re de joiir en jour pouvoii* vous inander la fin d'un premier 
Memoire qui devait embrasser la plupart de mes recherches. Cependant la 
difficult^ de la mati^re, de meme que les nouvelles vues qui se sont ouvertes 
dans le cours meme du travail, me fönt eprouver de si grands retards, que 
peut-etre il ne vous sera pas desagr^able si je vous fais part des r^sultats 
priücipaux trouv^s jusqu'ici, et qui me paraissent dignes de votre int^r6t. 
Veuillez les accueillir avec la boiit^ dont vous m'avez donn^ des preuves 
si ^clatantes et qui seront gravides k jamais dans mon eoeur. 

Soit d'apr^s ma notation u) = (n est un nombre impair), 

m et m* d^signant des nombres entiers queleonques, mais tels qu'un m6me 
nombre ne saura etre diviseur des trois, m, m\ n. Vous verrez aisöment 
que la d^monstration de mon thi^or^me s'applique mot k mot au cas mßme 

qu'on met partout amw au lieu de am — - En mettant snecessivement 

CO = - — — — ^ 



• • • 



on tire de Ik un nombre n+1 de transformations attacli^es au nombre n et 

analogues k celle que j'ai donn^e relativement k ct)= — • EUes embrassent 

toutes les possibles quand n est premier; aussi dans les cas de « = 3, « = 5, 
j'ai monti*^ que les ^quations modulaires montent au quatri^me et sixi^rae 
degr^, comme cela doit etre. De ces modules, au nombre de n+1, il n'y 

a que deux qui soient r^els, savoir: ceux qui r^pondcnt k w = — et k 

2iK' 2iK' 

co= La derni^re transformation, savoir: celle qui r^pond k co = , 

est prdcis^ment la meme qui fournit le th^or^me compl^mentaire. Pour 
d^montrer ceei, il faut remonter aux formules analytiques concemant la 
multiplication , dorniges la premi^re fois par M. Abel. J'en cite les trois 
suivantes, pr^sentdes d'apr^s la forme sous laquelle vous consid^rez les 
Fonctions Elliptiques, et dans laquelle j'ai eu soin de vous suivre: 

29* 
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n— 1 n»— 1 



(1.) 8mam(«f, x) == (—1) ^ x ^ i7siDam(l+ "*+"** — ^^ 



1(2.) ,, , = /7sm*coam = '- 

^_i . , 2mK+2m'iK' 

(3.) ^=1^ = n .:::,,T4::^-.-r- 



n . « 2iiiir+2iii'f/f' 

sin am ■ 

n 

Les produits d^sign^s par 77 embrassent tous les factenrs dilf&renU 

entre eux que Von obtient en donnant ä m, m des valeurs en nombres entiers 
positifs ou n^gatifs. 

Le» trois formales principales relatives ä la transformation compl^- 
mentaire sont: 

'8mam(ii^, ;f) 

«Wi+ — J^3^ ^1+ — »1^. Y..../'i+ s^„^^\ 

^ taDg'am — ^\^ tapg'am— / \ tang^am^-^^ 

( l+A'tang'am y' U i+A'tang'am y' ) ( l+A'tang'am^^ — y') 

y = iL*» Um coam sm coam sin coam sm coam ^^ — J (mod. 4) 

(2.) l^ 



(1.) 



I ^am Jam — - J2jn- — 1 

L n n n J 



; (mod. i')? 




sm coam sm coam sm coaai 

n n n 



2J' \ " AA' C»-i)-^ I ("^^^•'^^'» 



smam smam smam 

n n n 

oü Ton a mis 



n 



y = sinam ( -^ , i), -/ = / — ^^.■r^=i 



;; jfi-Vsin'ff 



*{ yi-A"8in> ' 
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II faut ajoviter que la throne de la premi^re transformation donne yl = —jrr ^ 

Jf = -^' D^montrons la premi^re de ces formules. 

Si, dans la formule suivante, qui concerne la premifere transformation: 

sinam(-~,i) 

= (— 1) ^ y^ßinam^8inam(H-— J8inani(H )'"Sinam(g+ ^^"^ -^ j^ 

on met §-] au beu de §. —r devenant i^H r^— = -z^-] , on a 

oü Ton donne ä m les valeurs 0, +1, +2, +3, .... + Dans cette 

7—7—7—7 7 — ^ 

^ J 

formnle, mettant successivement m' = 0, +1, ±2, . . . , + , et formant 

le prodnit, on a 



»— 1 



(-1) 77sinam(^-~ + — ^— , V = y-^^8mam(^^+ ^ ). 

Mais la formule d^sign^e par 9 (1.) donne 

t r ^^^ ^ TT ' (ll^ 2mK+2mHK'\ 

smami*^ = (—1) ^ x ^ nmia.mijA J^ 

d'oü Ton tire _ 

smam(f»g^x) = y — //smami^-jbrH , Aj, 

• 

ce qui est la formule k d^montrer. De la mßme mani^re on d^montre les 
deux autres au moyen des formules $ (2.), (3.). La formule dont j'ai fait 
mention dans ma premi^re lettre r^sulte des memes principes. 

Si Ton met dans ces deux transformations i^ au lieu de §, on a la 
transformation du module x' dans le module i', et vice eersd. Nommant 
ij le second module r^el dans lequel on sait transformer le module x et 

2iK* 

qui r^pond k co = , on verra que k dopend de la meme mani^re de x 

que ;f de >l,, X[ de x' et x' de X', l'i ^tant le compl^ment de i,. Done si 
Ton forme d'aprfes la meme loi deux Gebelles relatives ä x et x\ trois termes 
cons^cutifö seront dans Tune ... k^ x, k^^ ... et dans Tautre ... Ai , x', A' . . . , 
th^or^me que vous avez d^raontr^ dans les cas de i» = 2 et de » = 3. 
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On pourrait d'uue mani^re analogue passer k la multiplication par 
le moyen du module Ai, de ineme que par le moyeu des autres modules 
imaginaires. 

Faisons ? = — , w = oo , on aura dans cette limite >. = , et par 

n IC IT' 2i^ 

cons^quent y/ = -g- ; les formnies A = —^ , A' = -^ donnent »ilf = — , 

A' W nK' , , 

— = —ü = iTiF ; on aura de plus 

y = 3inam(^j^, X) = sinam(^^^ , l) = sin ^^. 

La formule (1.) peut s'^crire de la maniere suivante: 

sin am {n ^, x) 

I sin am 11 sm am / \ sin am -^^ — f 



Sin am 1 1 sin * am 




I I I sin am -^^ ^ — f 

« / \ n / 



(mba. >,). 



De lä on tire, dans le cas de n = sc , 



sin am u = 



'\-2rA «^°-2-jr/\ «"-2^/ 




Sin 



»7»a rrAT' 

nu 



y 6tant sin^^. Soit e^^ = l/, e ^ =?,• cette foimule se transforme dans 
celle-ci 

sinam(i<^;f) 

oü Ton a mis ^ = [ [i Zg») [i Z ^!) [JZ ^!) ,' ; ; ]'' Si l'on met dans cette for- 
mule u+iK' au lieu de u, U deviendra yfqU; de lä on tire, en remarquant 

que 8inam(«+»ir) = -T-4--, 1» valeur de A = ^- De la meme maniire 
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on trouve au moyen des expressions semblables pour cos am «i^ Js^mu, e^tc, 
les valeurs des produits suivants: 

4 

[(i-^)(i-9^)(i-9')...r = ^, 

4 



[(i+9^)(i+«^)(i+/o...r = 



^qn^ ' 



4jVv^' 



sommations trös-reinarquables, ce me semble, 

Comme on ä;;^ = ^-^? ^~"^ X ' ^^ ^^^ ^^^^ niel;ta;iU seulement 
1 
g* ou qf"* au lieu de g, on tire de ces formules aussitöt les expressions 

semblables relatives aux modules tr^u^nn^s il^ ^i. 4inM on aura, par 

exemple, 

On ne saura gu6re reconnaltre de la nature de c^ produits que ces 
deux expresgions d^pendient alg^briqnement Tupe ^e Tautre. Je remarque 
ei^core que, eomme on a 

on aura aussi 

[(l-g)(l-9')(l-5i»)...]''+16ff[(l-i-^)a + 9*)(H-^)...]» 

^quation difficile ä prouver au moyen des m^thodes connues. On y saura 
ajouter nombre d'autres. 

Si Ton met u+- — au lieu de ti, V change en all, oü a* = 1. 
De lä se d^duit de la formule pour sin am ti une ououvelle v^rifiea- 
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tion assez facile de ma premi^re transformation. Je passe k d'aatres re- 
cherches. 
Soit 

= a'{U-U-')+a"iU'-U-')-\-a"'iU'-U-') + -. 
Si Ton met dans ce produit qU sm lien de U, il sera mnltipli^ par 

( '^ V- ^-r ) Q^f^) =-w' ^^«1^«^^*^ 

ou 

«"- ^^ «'"-4-^^^ ^"--n^* ^'-4-1,*^ 

de Sorte qn'on anra ce prodnit ^gal ä 
De la mSme mani^re on trouve 

[{l'-qUra^q'U^){l^q'U'')...][{l--qU-'){l^q'U-'){^^ 

a' et 6 d^signant des constantes. 
On anra donc 

sinamti - ^|_^((^^(^-2)_[.^4((^4^{;-4)_^.((^«^jr^-6)^^.6(f^.^p_8) • 

La constante C se d^termine encore au moyen de la formule 

1 



smain(w4-f/r) = 



xsinamu ^ 



en remarquant que U change en ^qV en m6me temps que u devient U'\-iK!. 

4 _ 
\% ' * Aix di-k-v^a nn'il trifk-nf on nriAffonf aa — 



On la trouve ^gale k -^, de sorte qu'il vient, en mettant ti = — ■ 



7 



(1.) slnam 



L — — ^* 

2Kx 2 q*%mX'-q*B\n5x+q*s\nbx—q^Bm7x + 



% ^x i — 2qQOs2x'^2q*cosix — 2q*co&6x-^2q^*GOB8x~- 

J'j ajoute les trois semblables: 
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t^.j COSam ^ - ^y X 1— 29C082x + 2^*co84ir — 2j''co86x + 2g»''co88a; ' 

,Q X . 2ürx _ ^- i+2yco82a;+2g*co84a?4-2^*co862; + 2g^^co88a? + — 
(^ö.J a ^ — ^* l-2^cos2a:+2^*co84a; — 29»cos6a; + 2j^*co88x ' 



2ira; 

tang 4^ am 



(4.) 



sin^ + ^sm-^ — 7 sin "2 — q^Biu-^ + q'^Bin-^ + q''Bm-^ 

. X 3a; , 5a: , ^ 7x , T^ 9i T^ H^ ' 

C08^ — ^C08-2-—^'C08^+9'C08-— 4-^^^008-2-— ?*C08-^ 



Je remarque encore les formules suivantes: 



X £ 0^ 25 49 V 

' 1 + 2?+ 2^* + 2^" + 2^»'* + ...' 

,- __ i'-'2q + 2q* — 2q' + 2q'^ 

^^ "^ l+2?i-2g* + 2?-+2?^^4-..' 

dont la premi^re est la plus remarquable. 

Quant k rimportance de ces formules, vous la sentirez mieux que 
je ne pourrais le dire. Aussi elles ne seront pas sans int^rßt pour les c^- 
Ifebres g^om^tres qui s'occupent du mouvement de la chaleur; les num^ra- 
teurs et les d^nominateurs des fractions par lesquelles on a exprim^ les 
foDctions trigonom^triques de Famplitude 6tant souvent rencontr^s dans ladite 
question. Je finirai ici Texposition rapide des r^sultats principaux trouv^s 
jusqu'ici. 

Vous auriez voulu que j'eusse domi6 la chaine des id^es qui m'a 
conduit ä mes th^orömes. Cependant la route que j'ai suivie n'est pas sus- 
ceptible de rigueur g^om^trique. La chose ^tant trouv^e, on pourra y 
substituer une autre sur laquelle on aurait pu y parvenir rigoureusement. 
Ce n'est donc que pour vous, Monsieur, que j'ajoute le suivant: 

La premi^re chose que j'avais trouv^e (dans le mars 1827), c'^tait 

r^quation T^-^ ^ — ; de lä je reconnus que, pour un nombre n quel- 

conque, la transformation ^tait un probl^me d' Analyse alg^brique determiniy 

Joarnal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 3. 30 
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le nombre des constantes arbitraires ^galaot tonjours celui des conditions. 
Au moyen des coefficients ind^termin^s, je formal les transformations rela- 
tives anx nombres 3 et 5. L'^qnation da quatri^me degr^ ä laquelle me 
mena la premi^re ayant presqne la inSme forme que celle qui sert ä la 
trisection, j'y soupgonnais quelque rapport. Par un t&tonnement henrenx, 
je remarquais dand ces denx cas l'autre transformation eompl^mentaire pour 
la multlpllcatlon. La j'^crivis ma premi^re lettre ä M. Schumacher, la m^- 
thode ^tant g^n^rale et verifi^e par des exemples. Depuis, examinant plns 

de proche les deux snbstitations z = ^f "T » ? y = ^f7^^ ^ sous la forme 

2K 

pr^sent^e dans ma premi^re lettre, je vis qu'^tant mis o: = sinam-«-, s devra 

s'^vaiiouir, et eomme, dans ladite forme, — ^tait positif, j'en conclns que 

y devra sevanouir aussi. De cette mani^re je trouvai par induction la 
rc^solutioii eu facteurs, laquelle etant confirm^e par des exemples, je donnai 
le thoor^me geueral dans ma seconde lettre k M. Schumacher. Ensuite, 
ayant remarque lequation 8inam(ff, x) = ttangam(l^x'), j'en tirai la trans- 
formation de X en A'. Javais donc deux transformations diff^rentes, Tune 
de X dans un module plus petit l, lautre de x' dans un module plus grand l'. 
I)o Ih, je iis la conjeeture qu en ecliangeant entre eux x' et A, x et k', on 
Hurait Texprossion anahnique de la transformation compl^mentaire. Tout 
iHant coniinne \vav des exemples, j'eus la hardiesse de vous adresser une 
promii^ro lettre *), qui a ete accueillie de vous avec tant de eandeur. Les 
dthnonstrations ifont ete trouv^es que ci-apr^s. 

Le 14 fevrier deniier, j'ai enfin re^u votre excellent eadeau par la 
bonto de M. de Humboldt, qui me Fa fait parvenir aussitdt qu'il arriva k 
Herlin. II tVr» letude de ma vie. 

M. Sch$$maeher m a donne connaissance de ce que vous lui avez ^crit 
du theoriMno eoniplenientaire: je me suis done empress^ de faire partir cette 
lettre, et je Ten uvertirai. II faut m'excuser, Monsieur, si la bonne opinion 
(luo vous Hvez bien voulu avoir pour moi me rend un peu timide ä präsenter 
doK ebosos trop iniparfaites k un si grand maitre. 

M. (Wth' wui t^<-rit que la eontinuation du Memoire de M. Abel s'im- 

*) Jo I'hvhU ilomuV iiuu ioune marchand que je ne connaissais pas personnelle^ 
uit^ut* on «luvait dit (|inl allait droitement ä Pari»; mais il a passö plnsieurs moia 
dmmloH oapitnlcH do rAUemagne. De \k s'est fait, ä mon grand döpit, le retard de 
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prime d^jä. Je Fattends avec impatience. Quant k M. Gauss, il n'a rien 
encore publik sur les Fonctions Elliptiques, mais il est certain quil a eu 
de jolies choses. Sil a ^te pr^venu et peut-etie surpass^, c'est une juate 
peine de ce qu'il a r^pandu un voile mystique sur ses travaux. Je ne le 
connais pas personnellement, ayaiit etudie la plülolo^e ä Berlin, oü il n'y 
a pas des g^om^tres de dlstinction. 

Daignez accueillir l'assurance de mon respect le plus profond. 

Votre d^vou^ 

C.-G.-/. Jacobi. 



Legendre a Jacobi. 

Paris, le 14 avril 1828 ♦). 

Monsieur, 

Je viens de recevoir une lettre de M. Schumacher qui m'apprend que 
vous ne lui avez rien envoy^ pour etre imprim^ dans son Journal. J'avais 
l'esp^rance que votre premi^re publication contiendrait la d^monstration de 
votre th^or^me 11, laquelle m'int^resse d'autant plus que j'ai lieu de croire 
que ce n'est que par un artifice nouveau et tr^s-ing^nieux que vous ßtes 
parvenu ä cette d^monstration. En eflfet, si on fait conform^ment ä vos d6- 
nominations 

A^+r=l, Fil',r) = jF\n ^^S»'^'^-, tang^"' = |^J, etc. 
et enfin 

on aura la formule du Th^or^me II: 

laquelle 6tant combin^e avec celle du Th^or6me I, donne 

F{x,&) = pF{x,<p). 

Je trouve ais^ment par les donn^es du Th^or6me II, qu'en faisant y' = cof y/', 
y = cot^V^"', etc., 0? = sinv', jf = sini^, on a 



y = 



"'i^+'^x^+^x^-^^y- 



(l + y'a;')(l + y"'a!')(l + y''xO 



*) Cette lettre a'est croisöe avec celle du 12 avril 1828 adressto par Jacobi k 
Legendre, B. 

30* 
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et de lä 






Ces valeurs enti^reraent d^termin^es satisfont ä ce beau principe de trans- 
formation qui vous est du, savoir qu'on peut mettre ä la fois . ^ ä la 

place de sind et ^r-- — ^ la place de sint//. Mais pour rendre la d^mon- 

stration coraplöte et semblable k celle du Theoreme I, il faudrait dans 

r^quation 

P 



n-yy = n-^^' (l + y.^»)(l + y>M,,>j 



pouvoir exprimer le num^rateur P en produit de facteurs (1+<JV)(1+(T"V) etc. 
dont on conuaitrait l'expression generale. Or c'est ce qui paratt präsenter 
une teile difficult^ que je n'ai vu, aprfes plusieurs recherches, aucun moyen 
de la r^soudre. H serait d'ailleurs fort superflu que j'employasse beaucoup 
de temps k cette recherche puisque la gloire de la decouverte vous appar- 
tient tout entifere et qu'il n'entrerait nullement dans mon esprit d'en reven- 
diquer la moindre partie. Vous voyez donc, Monsieuf, combien vous m'obli- 
geriez de vouloir bien satisfaire mon impatience, en me donnant les directions 
n^cessaires pour parvenir k votre d^monstration. Je pr^sume que ma de- 
mande n'exige pas de trfes-longs d^veloppements, et qu'il vous sera facile 
de me mettre sur la voie de votre belle decouverte qui excite ma curiosit^ 
au plus haut degr^. Intelligenti pauca. 

J'ai rintention d'ins^rer dans les m^moires de notre acad^mie une 
notice de vos deux th^orömes, pour r^veiller la paresse de nos jennes 
auteurs, et les engager k ne pas rester si longtemps dans l'ignorance de la 
belle th^orie que vous avez su elever k un degr^ de perfection inattendu. 

M. Bessel a mand^ k M. Schumacher que vous fites fortement occup^ 
de la r^dac^tion d'un grand memoire sur les fonctions elliptiques. Ce travail 
contiendra sans doute des d^veloppements curieux et tr^s-int^ressants de votre 
nouvelle th^orie; il ne pouiTa manquer de vous faire beaucoup d'honneur; 
mais je vous engage de ne pas trop tarder k publier les parties essentielles 
de ce travail. II y a des gens comme M. Gauss, qui ne se feraient pas 
scrupule de vous ravir, s'ils le pouvaient, le fruit de vos recherches, et de 
pr^tendre qu'elles sont depuis longtemps en leur possession. Prätention bien 
absurde assurement ; car si M. Gauss etait tomb^ sur de pareilles d^couvertes 
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qui surpassent k mes yenx, tout ce qui a ^t^ fait jusqu'ici eii Analyse, bien 
sftrement il se serait empress^ de les publier. 

Veuillez, Monsieur, präsenter mes civilit^s k M. Bessel que je n'ai 
pas rhonneur de connaitre, mais que je regarde comme Tun des premiers 
astronomes de l'Europe. J'ai vu dans un n". des Astronomische Abhand- 
lungen un joli memoire de M. Bessel^ oü il perfeetionne la m^thode des 
com^tes de M. Olbers par un moyen semblable ä celui que j'ai employ^ 
dans le seeond Supplement de ma m^thode publik en aoüt 1820. 

J'ai rhonneur d'etre, Monsieur, Votre tr^s-humble serviteur 

Le Gendre. 

Je compte sur une prompte r^ponse, et vous prie instamment de ne 
point Tafifranchir ä moins qu'il ne soit impossible de faire autrement 



Legendre ä JacobL 

Paris, le 11 mal 1828. 

Monsieur, 

J ai re9U le 26 avril votre demi^re lettre dat^e du 12, oü se trou- 
vent contenus les principes de la d^monstration de votre th^orfeme compl^- 
mentaire, qu'il me tardait d'autant plus de reeevoir de vous, que je n'avais 
gufere esp^rance de trouver cette d^monstration par mes propres recherches 
comme j'aurais pu faire peut-etre dans un äge moins avanc^ oü Ton est 
capable de supporter plus aisement une grande contention d'esprit. Je vous 
avais ^crit le 14 du mßme niois pour obtenir de votre complaisance cette 
communication qui m'int^resse au plus haut degr^, mais je vois par la date 
de votre lettre que c'est ä la pressante soUicitation de M. Schumacher que 
vous vous etes rendu ä mes d^sirs, et que vous les avez en quelque sorte 
prevenus. Maintenant, Monsieur, vous apprendrez peut-etre avec quelque 
peine que depuis le 26 avril que votre lettre m'est parvenue, je nai pas 
6t6 encore en ^tat de me faire une juste id^e de la belle m^thode par 
laquelle vous etes parvenu ä d^duire votre th^or^me II ou compl^mentaire 
du theoröme I, dont la demonstration ne laisse rien k d^sirer. N'cn concluez 
pas que j'aie quelque objection k faire k votre m^thode qui sans doute est 
une nouvelle preuve de votre sagacit^; mais j'ai ^t^ tellement malade d'un 
catarrhe qui m'a tourment^ tout ITiiver et qui s'est singuli^rement aggrav^ 
au printemps, que toute etude serieuse m'a et^ interdite depuis une vingtaine 
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de jours, et que je suis devenu incapable d'entendre mes propres ouvrages. 
Cet ^tat commence cependant k s'am^liorer , et j'esp^re dans peu 6tre en 
^tat 4® reprendre mes occupations ordinaires : ce sera pour moi une grande 
satisfaction de pouvoir comprendre votre nouvelle d^monstration qui sera 
la premi^re chose dont je m'occuperai. En attendant qu'un examen appro- 
fondi me mette en 6tat d'appr^cier toute sa valeur, je dois vous faire part 

d'une on deux observations peu importantes. Ayant ^tabli w = 1 , 

vous dites qu'on peut prendre pour m et m' des nombres entiers quelcon- 
ques, tnais qui naient aucun diviseur commun avec le nombre impair donne n. 
11 me semble que si cette restriction avait lieu, T^quation pour la division 
d'une fonction elliptique en n parties ne serait plus du degr^ «^ ce qui a 
pourtant lieu m§me quand n n'est pas un nombre premier. 

Seconde Observation. Pour ^tablir le principe de votre d^monstration 
il faut, dites-vous, recourir aux formules analytiques concemant la multi- 
plication, donnees pour la premiäre fois par M. Abel. Cet aveu qui prouve 
votre candeur, qualit^ qui s'accorde si bien avec le vrai talent, me fait 
quelque peine; car tout en rendant justice au beau travail de M. Abel^ et 
le mettant cependant fort au-dessous de vos d^couvertes, je^voudrais que 
la gloire de celles-ci, c'est-ä-dire de leurs d^monstrations, vous apparttnt 
tout enti^re. Mais enfin je me consolerai ais^ment, la science n'y perd 
rien; vos d^monstrations ne vous appartiennent pas moins, quelque part que 
vous en ayez pris les bases, soit dans mes ouvrages, soit dans le travail 
r^cent et tr^s-estimable de M. Abel. 

L^espace me manque pour m'^tendre davantage dans une r^ponse 
qui n'est que provisoire. Je vous remercierai une autre fois de la franchise 
enti^rement gracieuse avec laquelle vous avez satisfait ä ma demande sur 
les moyens que vous aviez employ^s pour parvenir ä de si beaux r^sultats. 

Votre tout d^vou^. 

Le Gendre. 



Legendre ä Jacobi. 

Paris, le 16 jaia 1828. 

Monsieur, 

Depuis le jour oii je me suis trouv6 en 6tat de vous 6crire pour 
vous faire mes remerctments au moins provisoires sur les pr^cieux renseigne- 
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ments que vous aviez eu l'obligeance de m'adresser dans votre lettre du 
12 avril demier, ma sant^ s'etant progressivement am^lior^e, j'ai enfin r^ussi 
ä d^duire la d^monstration du th^or^me II, de celle du th^or^me I, sans avoir 
recours aux fonnules de M. Abel, ce qui m'a entiferement satisfait; je serais 
parvenu sans doute beaucoup plus t6t k ce r^sultat si j'avais pu me livrer 
ä un examen plus approfondi des diff^.rents objets contenus dans votre lettre, 
mais r^tat de souflfrance oü je suis rest^ pendant longtemps m'avait rendu 
incapable de tout travail et m'aurait meme empeehe d'entendre mes propres 
ouvrages. Maintenant, Monsieur, je me propose de r^diger un memoire qui 
contiendra la d^monstration de vos deux theor^mes et quelques accessoires, 
en me conformant aux principes de votre th^orie, et rendant d'ailleurs toute 
la justice que je dois au m^rite de vos decouvertes que personne ne sait 
et ne saura jamais mieux appr^cier que moi. Ce memoire est destin^ ä 
paraitre dans le recueil des m^moires de notre acad^mie, mais il ne pourra 
pas 6tre imprim^ de sitOt, et vous aurez sans doute le temps de faire pa- 
raitre bien k Tavance la suite de vos savantes recherches, soit dans le 
Journal de M. Schumacher, soit dans tout autre recueil destin^ aux sciences. 

Je nai pu que toucher tr6s - l^g^rement dans ma demifere lettre ce 
que j'avais k vous dire sur la communication pleine de franchise que vous 
m'avez faite de la filiation des id^es qui vous ont conduit k vos belles de- 
couvertes sur les fonctions elliptiques, je vois que nous avons couru tous 
deux des dangers, roi» en annon9ant des decouvertes qui n'^taient pas encore 
revetues du sceau d'une d^monstration rigoureuse, et moi en leur donnant 
publiquement et sans restriction mon approbation tout enti^re. Nous n' avons 
pas k nous repentir ni Fun ni Tautre de ce que nous avons fait. D'ailleurs 
nous avions chacun nos raisons de nous conduire ainsi; je ne dirai lien 
des vötres, quant k moi je voyais tr^s - clairement que des r^sultats tels 
que ceux que vous aviez obtenus, ne pouvaient etre Tefifet ni du hasard, 
ni d'une induction trompeuse, mais bien d'une th^orie profonde et appuy^e 
sur la nature des choses, d'ailleurs il m'avait ^t^ facile au moyen de mes 
tables et avec tr^s-peu de calcul de v^rifier vos r^sultats pour le cas du 
nombre 7, et apres les avoir trouv^s exacts jusqu'k cinq ou six decimales, 
il ne me restait aucun doute sur l'exactitude rigoureuse de la formule. 

Vous avez eu la bont^ dans votre demi^re lettre et dans les pr^c^- 
dentes de me r^duire k des expressions plus simples quelques-uns des beaux 
r^sultats de M. Abel. Je trouve comme vous que ces r^sultats, qui sont 



240 Legendre et Jacobi, correspondance mcUhematique. 

fort int^ressants, ont 6t6 pr^sent^s par leur jeune et ing^nieux auteur, d'une 
mani^re fort m^thodique, iiiais uu peu embrouill^e ; je ne vois pas par 
exemple, pourquoi il s'est si fort appesanti sur les propri^t^s des fonctions 
qu'il d^signe par f et F; sans doute il aurait pu atteindre son but sans le 
secours de ces fonctions. Au reste je pense que dans la suite de vos publi- 
cations vous pr^senterez k votre mani^re les belles formules de M. Abel, 
et que vous donnerez ä son travail plus de pr^cision sans qu'il perde rien 
de son 61^gance ni de sa g^n^ralit^. 

Agr^ez, Monsieur, les sentiments d'estime et d'attachement que j'ai 
vou6s pour toujours ä votre talent et k votre caract^re. 

Le Gendre. 

» 
P. S. II serait possible que je fasse bientöt un voyage de 2 mois 

dans le midi de la France pour rötablir ma sant^. Dans ce cas il ne 

faudrait pas vous ^tonner si une lettre que vous pourriez m' adresser dans 

cet intervalle, restera assez longtemps sans r^ponse, parce que je n'en aurais 

connaissance qu'k mon retour. 



Jacobi a Legendre. 

Koenigsberg, le 9 septembre 1828. 

Monsieur, 

La lettre dans laquelle vous m'aviez mand^ votre maladie de Thiver 
pass^ m'a caus^ de grandes peines, et j'ai attendu avec la plus vive in- 
qui^tude la nouvelle de Tam^lioration de votre sant^ qui m'est enfin par- 
venue. L'avis que vous avez voulu me donner en mßme temps de votre 
d^part pour le midi de la France a caus^ le retard de ma r^ponse. Fasse 
le ciel que ce voyage vous ait enti^rement satisfait! 

Ma demi^re lettre a ^t^ ^crite un peu k la bäte; sans cela je n' aurais 
pas cru que Ton doit supposer connues les formules de multiplication pour 
la d^monstration du th^or^me compl^mentaire. Aussi il avait 6t6 trouv6 
et communiqu^ k vous sans la connaissance de celles-ci. En eflfet, 

r^quation -v = « ^ montre que x dopend de la meme mani^re de k que l' 

de x'; d'oü il suit qu'en appliquant au module k la m6me transformation 
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qui sert ä parvenir du modale x' au module l'^ il faut retomber sur le 
module x. 

Vous aurez re9U sans doute deux Memoires de M. Abel^ Tun ins^r^ 
dans le Journal de M. Crellej Tautre dans les Nouvelles Astronomiques de 
M. Schumacher. Vous y aurez vu que M. Abel a trouv^ de son c6t^ la 
throne g^n^rale de la Transformation, dans la publication de laquelle je 
Tai pr^venu de six mois. Le second Memoire, ins^r^ dans le Recueil de 
M. Schumacher^ n"*. 138, contient une deducHon rigoureuse des th^or^mes de 
transformation, dont le d^faut s'^tait fait sentir dans mes annonces sur le 
m£me objet. Elle est au-dessus de mes ^loges comme eile est au-dessus 
de mes propres travaux. 

Dans le mßme cahier du Journal de M, Grelle (3. vol., 2. eah.) oü se 
trouvent les premiers travaux de M. Abel sur la transformation, j'avais fait 
ins^rer la remarque que toutes les transformations attach^es au nombre n 
sont au nombre »+1, lorsque n est premier, et que Ton trouvait tous 
les modules transform^s qui s'y rapportent! en mettant, dans la formale 

4 4 4 

ix = /?:2g + 2aM-V^ ' ^^ ^* ^' ^ ^^ ^^^^ ^^ ^' ^^ ^^^^^ ^ valeurs diff^- 
rentes. M. Abel verra donc que les transformations imaginaires ne m'^taient 
pas ^chapp^es. Que n soit premier ou non, le nombre des transformations 
sera en g^n^ral ^gal ä la somme des faeteurs de n; on trouve tous les 

a 

modales transform^s en mettant ^if' au lieu de 9^ oa' ^tant = ». Cette 
throne est compl^te de sorte qu'on ne saura y ajouter. Toutes les racines 
des ^quations modulaires se trouvent par lä d^velopp^es dans des s^ries 
d'ane ^l^gance et d'une convergence sans exemple dans l'Analyse. Je 
remarque encore que, n ^tant un nombre carr6, on aura une seule fois 
a^a*; donc un seul des modules transform^s sera dans ce cas ^gal ä celui 
d'oü Ton est parti, ce qui foumit la multiplication. 

Vous ne m'avez dit dans deux de vos lettres pas un seul mot sur 
ces s^ries remarquables somm^es par les Fonctions EUiptiques, dans les- 
quelles les exposants suivent la loi des nombres carr^s, et dont celle-ci: 

y^=l + 2^+2qf*+25f^+2qf'H25f''+-- me paralt 6tre Tun des r^sultats 

les plus brillants de toute la throne. Tout ce qui regarde la d^composition 
des nombres en nombres carr^s devient, par ces s^ries, du ressort des Fonc- 
tions EUiptiques. Les d^veloppements de celles-ci me donnent, par exemple: 

Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 3. 31 
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^ 1 1 8g 8g» 8g> 8<y* 

/i ^tant un nombre impair quelconque, et (p (p) la somme des facteurs de p. 
Comme dang cette s^rie il ne manque aucune puissanee de q et qn'on a 
en m6me temps 

(^y = {l + 2q+2q' + 2q'+2q''+...)', 

il suit comme coroUaire de cette formule le fameux th^orfeme de Fermat, 
que chaque nombre est la somme de quatre carr^s. Les th^or^mes rela- 
tifs aux nombres qui sont la somme de deux carr^s d^coulent de la for- 
mule suivante: 

-'■ T ■• ^ 4 I „t 1 „• T /" 1 „4 T 



Parmi d'autres formales, je trouve encore la suivante, digne de vous 
€tre communiqu^e: 

(^ _ ^5.5 _ ^7.7 ^ ^11.11 ^ ^13.13 _ ^17.17 _ ^19.19^ ^23.23 ^ . . .^3 

dont vous saisirez ais^ment la loi. Elle r^sulte de la transformation attach^ 
au nombre 3. 

Ne vous fait-il pas de plaisir, Monsieur, de voir se rapprocher Tone 
ä Tautre deux th^ories si h^t^rog^nes en apparence et qui se datent en 
quelque sorte de vos travaux? 

Je vais ajouter quelques remarques Isoldes telles qu'elles se pr6- 
sentent ä mon esprit Bappelons la formule donn^e dans ma demi^re lettre: 

4 _ 4 4 4 

j- . 2^3? __ 2|/g8ina?-2|V8iD3x + 2|Y^8in5x— 2}/g**8in7a? + >>» 

^ n " 1 — 2g cos 2a; + 2^*608 4a; — 2g'co86a;+ 2qf*'co88x — ••• ' 

H m'a paru d'importance de pouvoir exprimer ä part le num^rateur 
et le d^nominateur de cette expression au moyen des Fonctions Elliptiques, 
ee qui n'est pas facile. 
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En me servant de vos signes et mettant F' au Heu de Ä, y = am , 

et par cons^quent = F, je trouve 



r n 



r integrale ^tant prise depuis jusqu'k (p. 

L'un de vos plus beaux th^or^mes est que Texpressiou 

ne change pas de valeur si Ton behänge eiitre eux les angles (p et A. 
Or ^tant mis -4 = am , y = am , je la trouve 6gale k 

, rl — 2gfC082(a; — a) + 2g*C084ra;— a) — 2^'*C086Ca? — a) + 2g**C088(a? — a) "1 

* ^^ Li— 2gC082(a; + a) + 29*C084(x + a)~2^''C08"6(x + a) + 29f'«C088(a; + a) J ' 

formule sym^trique en x et a. D'ailleurs eile montre que les FoneUons 
EUiptiques de troisieme espdce dam lesquelles entrent trois variables se ramenent 
ä dautres transcendantes qui nen ont que deux, d^couverte qui vous in- 
t^ressera beaucoup. 

Mes recherches seront rassembl^es dans un petit Ouvrage d'environ 
200 pages in 4" qui sera imprime ä part et dont Timpression vient d'etre 
commenc^e. II aura pour titre: Fundamenta nova Theoriae FuncHonum 
ElKpticarum. Peut-etre je serai assez heureux de vous le präsenter moi-mßme. 

II faut avouer, Monsieur, que je suis un peu fatigu^ de la mati^re, 
qui m'a oecup^ pendant dix-lmit mois presque jour et nuit. Cependant 
la fin de mon Ouvrage ne doit pas etre celle de mes recherches; il en 
reste encore d'une grande importance, mais aussi d'une grande difficult^. 
Je vous prie instamment de me donner des nouvelles de vous et surtout 
de votre sant^. Vous pourriez compter sur une prompte r^ponse. 

Votre tr^s-humble et trös-d^voue. 

C.-G.-J. Jacobi. 

M. Bessel vous rend gräce de vos civilit^s; je vous prie d'en faire 
de ma part ä M. Cauchy, dont j'ai toujours estim6 de pr^f^rence les Berits 
ing^nieux et d'une rare subtilit^. Les formules analytiques qui renferment 
le th^or^me de Fermat ne seront pas sans int^rßt pour ce G^om^tre, qui 
a tant de m^rite dans cette partie de la th^orie des Nombres. 
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Legendre a Jacobi. 

i, le 15 octobre 183& 



Je von» envoie, Monsieur« nn premier Supplement ä mon trait^, 
contenant yos deux th^or^mes g^n^raux sur la transformation de la fonction 
elliptique de premi^re esp^ce. Ce qu'il y aura de bon dans ce Supplement 
vous appartient; je ne suis en quelque sorte que votre eommentateur, parfois 
long et diffus, parce qu'il faut plus de d^yeloppements dans un tndte que 
dans un memoire. D'ailleurs je me suis complu dans Tenumeration des 
beaux r^sultats d'analyse qu'on ^tait loin de soup^onner ayant que yous 
les eussiez fait connaitre. Le cel^bre astronome Plama de Turin, qui est 
en mSme temps un g^omfetre tr^s-distingu^, yient de rendre bommage ä vos 
d^couvertes dans un ^crit oü il fait des efforts pour paryenir m^tbodique- 
ment k yos th^or^mes. S'il n'a pas trfes-bien r^ussi, e'est une preuye de 
plus de la difficult^ que yous avez trouy^ le moyen de surmonter. 

Le yoyage que je projetais na pas eu lieu. Je suis rest^ et j'ai 
Profite d'un interyalle de quelques mois oü ma sante s'est un peu ameiior^e 
pour trayailler ä mon Supplement J'y ai employe le peu de forees qui 
me restent; car dejä mon catarrbe menace de me ressaisir et je pourrais 
bientöt etre bors d'etat de m'occuper d'un second Supplement. Au reste le 
monde sayant n'y perdra rien et je puis me reposer sur le zele de deux 
atbietes infatigables tels que vous et M. Abel. Ce demier a publie dans 
le Journal de M. Crelle la suite de son beau memoire oü entr'autres eboses 
fort interessantes on trouve la demonstration de yotre tbeor^me general de 
transformation. Demonstration que vous ayez la modestie de plaeer au- 
dessus de la yotre. H a ensuite publie dans le Journal de M. Schumacher 
d'autres recbercbes oü il montre beaucoup de profondeur et de sagacite. 
Pour vous, Monsieur, vous n etes pas reste en arri^re et vous avez eontinue 
de publier dans ees deux recueils un grand nombre de resultats nouveaux 
qui doivent interesser au plus haut degre les analystes, surtout lorsque vous 
en aurez fait connattre les demonstrations. 

Votre lettre du 9 septembre mapprend d'autres partieularites sur vos 
travaux. J'y ai vu surtout avec un grand plaisir, que vous avez eommenee 
rimpression d'un ouvrage in 4" de 200 pages qui sera intituie Fnndamenta 
nova theoriae etc. Je serai doublement satisfait si je puis recevoir cet 
ouvrage de votre main, comme vous me le faites esperer, et il me sera 
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bien agr^ble de voir, de mes yeux, Tun des deux jeunes g^om^tres qui 
par leurs d^couvertes out contribu^ le plus ä perfectioimer mes travaux. 

J'indnis de vos expressions que la composition de votre ouvrage est 
termin^e, et qu'ainsi nous pourrons en jouir bientöt H me sera tr6s- utile 
pour y prendre la mati^re de deux ou trois Supplements que je voudrais 
joindre ä mon trait^ pour le mettre au courant de vos nouvelles d^cou- 
vertes. Je commencerais ainsi un 3® volume qui ne serait pas inf^rieur 
aux deux autres; et comme vous traiterez sans doute de la plupart des 
objets dont M. Abel s'est oecup^, votre ouvrage me dispensera de recourir 
ä ceux de M. Abel^ dont la mani^re quoique tr^s-m^thodique, me para!t 
difficile ä saisir. Je n'aime point ses fonctions f et F, et je pense que 
dans vos explications , dont vous m'avez d^jä donn^ un ^chantillon, vous 
trouverez moyen de vous en passer. 

J'applaudis k la th^orie que vous donnez de T^quation modulaire 
et que vous regardez comme complfete; j'y applaudirai encore mieux quand 
je connattrai vos d^monstrations. C'est un grand point ä mes yeux d'avoir 
prouv^ que pour le nombre premier p, l'^quation modulaire est toujours du 
degr^ p+1. Vous donnez par des s^ries tr^s-^l^gantes les racines de cette 
^quation dont deux seulement sont reelles. Celles-ci sont le module h qui 
suit le module donn^ h et le module &i qui le pr^c^de, en sorte que trois 
termes cons^cutifs de r^chelle sont &i, k, h. J'en conclus que si on se 
servait de T^quation modulaire pour calculer les autres termes de r^chelle, 
r^quation ä r^soudre pour passer d'un terme au suivant, ne serait que du 
degr6 p. n reste ä examiner si les auxiliaires «,« et ß,n qui entrent dans 
les formules de vos deux th^or^mes peuvent 6tre d^termin^s par les termes 
connus de r^chelle , comme cela a lieu pour le cas de p = o , ou si elles 
exigent la r^solution d'une ^quation, et quel est le degr^ d^duit de cette 
^quation. M. Abel dit qu'elle est du degr^ p+l (sans supposer connus les 
termes de r^chelle), mais cela n'est pas encore d^montr^ et c'est un point 
qu'il faudrait ^claircir pour la perfection de votre th^orie. 

Si j'ai gard^ le silence jusqu'ici sur les belles s^ries en fonctions de 
q que vous 6te8 parvenu ä sommer et qui seront un des plus beaux ome- 
ments de votre ouvrage c'est que j'attendais que vous en donnassiez la d^- 
monstration. Du reste je les regarde comme un nouveau titre que vous 
avez acquis ä Testime des savants et il en est de m6me de vos nouvelles 
fonctions &x et Hx^ avec lesquelles vous avez r^ussi ä exprimer trfes- 
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simplement une fonction de la 3™« esp^ce qui se rapporte ä Tesp^ce de 
param^tre que j'ai nomm^ logaHthmique. 11 vous sera sans doute ^galement 
facile d'exprimer semblablement la fonction qui se rapporte au param^tre 
circulaire; vous avez d^couvert en tout cela une nouvelle mine fort in- 
teressante ä exploiter et qui m^ne k un grand nombre de r^sultats curieux. 
Remarquons cependant que la th^orie des transformations doit son ^l^gance 
et on peut dire sa perfection, k ce qu'elle est ind^pendante des s^ries et 
que tout s'y d^termine alg^briquement. 

Je remarque au surplus que votre possession k vous et k M. Abel 

est maintenant bien assur^e. L'envahisseur M. G ne s'avisera point, je 

pense, d'^crire qu'il avait trouv^ tout cela longtemps avant vous, car s'il 
disait pareille chose, il se ferait moquer de lui. 

J'ai vu que vous aviez acquis le titre de Professeur dans votre 
universit^; je vous en fais mon compliment bien sinc^re; car rien de ce 
qui touche k votre avancement et k vos succ^s ne saurait m'6tre indifferent 

Votre d^voue serviteur 

Le Gendre, 



Jacobi ä Legendre. 

Koenigsberg, le ISjanvier 1829. 

Monsieur, 

II faut que vous soyez assez fäcli^ de moi k cause du grand retard 
de ma r^ponse k votre demi^re lettre, et je ne saurai k peine m'excuser 
si ce n'est que j'ai voulu finir, avant de vous r^pondre, plusieurs travaux 
tr^s-difficiles sur les Fonctions Elliptiques, pour pouvoir vous en mander 
les r^sultats. Je ne veux vous parier k präsent que du Probleme le plus 
important de ceux que je suis parvenu k r^soudre dans ces demiers temps: 
c'est la r^solution alg^brique et g^n^rale de l'^quation du degT^ n', de la- 
quelle dopend la division de la Fonction EUiptique en n parties Egales. 
Je vous prie, Monsieur, de me permettre d'entrer Ik-dessus dans un 
grand detail. 

Apr^s que vous aviez r^solu le premier l'^quation du neuvi^me degr^, 
de laquelle dopend la trisection des Fonctions Elliptiques, nous remarqu Arnes 
en mSme temps, M. Abel et moi, que Ton peut g^n^ralement r^duire T^qua- 
tion alg^brique du degr^ n, de laquelle dopend la w^^™« section, k deux 
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^uations du «»^™® degre seulement. Ce resnltat etait une consequence de 
la remarque que j'avais faite que Ton pent parvenir k la multiplication en 
appliquant k la Fonction EUiptique deux transformations Tune apr^s Tautre. 
En lisant avec attention le premier Memoire de M. Abel sur les Functions 
Elüptiques, on reconnatt ais^ment qu'il a effectivement suivi la mSnie route 
Sans eependant soup^onner, lors du temps quil composa son Memoire, que 
c'^tait le medium des transformations par lequel il passa. Soit A=sinani(iitf) 
aT = sinam(ti^\ n etant un nombre impair queleonque, si Ton a 

n ^ ^ - b'y-\-V''y'+"' + bi-^y- 

jf ^tant le sintis amplitude de la fonction transform^e, il faut, d'aprfes ce que 
je viens de dire, pour avoir x en a, exprimer en premier lieu x en y, en 
r^solvant alg^briquement l'dquation (2.); puis, en r^solvant encore l'^quation 
(1.), il faut exprimer par z toutes les fonctions de y qui se trouveront sous 
les radicaux. Or comme on a toujours plusieurs transformations qui r^- 
pondent k un meme nombre n^ on trouvera de cette mani^re diff^rentes for- 
mules alg^briques pour la »i^me gection d'apr^s les diflKrentes transformations 
par lesquelles on est passd k la multiplication. On pouvait eependant soup- 
fonner qu'il y avait une mani^re d'exprimer x en a plus simple et qui 
n'^tait qu'unique. J'ai fait connattre cette forme la plus simple sous la- 
quelle on peut präsenter les expressions alg^briques pour la i»^*™® section 
dans une petite Addition faite au premier Memoire de M. Abel sur les 
Fonctions Elliptiques^ et laquelle se trouve dans le 3® vol. du Journal de 
M. Crelle. Elle est fond^e sur une formule tr^s remarquable, et dont je 
veux vous parier en peu de mots. 

Partons des deux formules connues pour la transformation des Fonc- 
tions Elliptiques, qui donnent ensemble la multiplication: 



(1.) 



xM 



smam 



(1-0 



'= smam(ii; + smam(^ttH j+ + 8mam(^fi+-^^ ^—J^ 



(2.) 



nxM . , , 

— r — sm am {nu) 



U8mam(^,AJ+8mam(^+^^,A)+.»+smam(-y+ ^^^ ,l), 



248 Legendre et Jacobi, carrespondance math^matique. 



i 6tant ]/— 1. Au moyen de l'^quation (1.) on tire de la formule (2.) celle 
qui suit: 

(3.) iismam(Mti) = ^sinam^iiH ■ J^ 

en donnant ä m, ml leg valeurs 0, 1, 2, ..., it— 1. Cette demi^re formale 
a kXk d^jä donn^e par M. AheU 

Dans le cas de n premier, le seul que nous consid^rons pour plus de 
simplicit^, on a n+l formules analogues ä la formule (1.) et qui r^pondent 
aux diverses transformations du module x attach^es au nombre n. Elles 
sont contenues toutes sous la formule g^u^rale: 



smam 



(x.O 



(4) \ ^« 

= sinam(«i)+sinam(fi+4a))H hsinam(w+4(ii— l)co), 

(o ayant une des n+l valeurs suivantes: 

K ilC ilC , 2K itr , 4K iP , 2(n-i)K 

n^n'^nn'^nn'^ 'n n ' 

et les quantit^s l^ M ^tant d^termin^es de la mSme mani^re, par oi^ qu'elles 
sont d^termin^es par — dans la formule (1.)- Nommons les valeurs de Ä, 
M qui r^pondent ä ces diff6rentes valeurs de c«: 

si Ton ajoute ensemble les «+1 quantit^s suivantes: 



Jl 



^8inam(-^,x), JL_8inain(j^,iO, ^8mam(^, ^), •.• 

. . . -^smam(^^,g, 

en substituant pour chacune sa valeur tiröe de Töquation g^n^rale (4.), 
on trouve: 

^sinam(-^,i) + A^sinam(^,iO+-+l^si^^^ 

^ ^ » = «smam (fi) + ^ smam ^wH ■ j 

= n sin am (ti) + n sin am {nu). 
En effet, on voit ais^ment qu'il se trouve dans la somme dont on 
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parle tous les termes de rexpression ^siuam(fi+-^ — lL_^* — j et qu'Us 

ne s'y trouvent qu'une seule fois, except^ seulement le terme smam(M,\ qui 
s'y trouve n+1 fois. De T^quation (5.) on tire celle qui suit: 

8inam(fi) 

(6-) ( ig®^°^™(;S^'V + i^'^*°*°^(j^'^V^ f-^sinam^^,^«)— «8iiiam(iiu) 



n 



C'est la formule remarquabie dont j'ai parl6, et qui est de la plus 
g^ande importance dans la theorie de la division des Fonctions EUiptiques. 
En eflfet, lorsqu'il s'agit d'exprimer sinam(fi) par siiiam(iifi), on n'a plus 

qu'ä exprimer par sinam(f}fi) les quantitös sin am (-^, i^), ce qui se fait par 

la r^solution d'^quations alg^briques du n^^™® degr^ seulement. Je vais 
rapporter ä präsent les expressions alg^briques et g^n^rales des racines de 
ces demi^res. 

Soit toujours sinam(wii^' = « et d^signons par *(««, w) Texpression 
suivante : 

4^{nu,ü)) = (1— x'sin'am4eü.5^)(l— ;f-sin'am8cü.a^)...(l— ;f^sin'am2(fi— l)cü.»'); 
nommons de plus A^^^ Texpression suivante: 

0(nu-\-4p(a,w) ' 

je dis qu'on a 



smam 



a.o 



n n 

(7.) ( = sinam(iifi) + sinam(»tt+4£ü)}M'+sinam(iiii+8co)j/^"+ 



f sin am (nu + 4 (» — 1) co) yA^"""^^. 



Les quantit^s A^''^ seront de la forme F+^ |/( !-«')( 1-^'»'}, P et Q 
^tant des fonctions rationnelles de z. 

Voiei une formule enti^rement nouvelle pour la transformation des 
Fonctions EUiptiques, et laquelle ne pourra 6tre deduite d'aucune fagon des 
formules connues jusqulci, quoiqu'une fois trouvöe, on peut la eMfier par 
les Premiers ^l^ments de la theorie des Fonctions EUiptiques, et meme sans 
supposer connues les formules de transformation ordinaires. La d^couverte 
. de cette formule m'a coüt^ beaucoup de peine, et c'est peut-6tre pourquoi 
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je voudrais la compter pour le r^sultat le plus important de tont ce que 
j'ai trouv^ jusqu'ici. 

Les formules (6.) et (7.) donnent aussitdt les fonnules alg^briques 
et g^n^rales pour exprimer sin am (m) par sinam(iifi). Nommons ponr cet 
effet ü), cüi, CO2, . . ., o)n 1^8 differentes valeurs de (o qui r^pondent aux diflK- 
rents modules transform^s A, Ai, A^, ..., l„y et soit A^^ une expression qui 
dopend de la meme mani^re de co,^ que A^^^ dopend de co, on trouve 

n sin am (u) 
= 8inam(nff) 

+8inam {nu+4:a) ) >/^'+8inam {nu+Sio ) ]/^"H f- sin am (ww+4(i«— l)ca ) |/^^*~*^ 



n. 



+sinam {nu+4:(o^) yÄi+mn am (nu+SiOi) yAi-\ 1- sin am (ii«i+4(»— 1)cü|) yA[^'^ 



n 



+8in am (11M+4CO2) y^^j+sin am (i»tt+ Scoj) yA!^-] f- sin am (iitt+4(ii-- 1)««,) ^Ai""^^ 

+ 



+sinam (wei+4cü„) i^^i^+sinam (i»w+8co J yÄ^'\ h sin am (iitt+4(w— l)co,) yA^^^K 

C'est l'expression alg^brique pour la n^^^^ section des Fonctions 
EUiptiques, laquelle est compos^e, comme on voit, de («+1)(«— 1) = «^— 1 
niömes racines; les quantit^s qui se trouvent sous les radicaux sont tontes 

de la forme P+Qy{l—z^)(l—x^!s'^)^ P et Q ^tant des fonctions rationnelle« 
de z. Vous trouverez ce r^sultat parmi d'autres dans le Journal de M. 
Cr eile; du nombre de ces derniers sont les formules genercUes pour la Irans- 
formation des Fonctions EUiptiques de la seconde et de la troisidme espäce, Les 
limites d^une lettre ne me permettent pas d'entrer dans ce moment dans un 
plus grand detail. Je vous entretiendrai une autre fois de la mani^re dont 
je suis parvenu k la formule (7.), laquelle pourra paraltre assez ^trangfere, 
comme eile est fond^e sur la consid^ration des s^ries et surtout sur les 
propri^t^s remarquables de mes nouveaux transcendants //, 6, au moyen 
desquels on peut exprimer rationnellement tous les radicaux. Aiusi, par 

exemple, to ^tant = — , on a 

Cependant, comme je Tai dit, on peut anssi v^rifier la formule (7.) 
en qnantit^ finies. 
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A cause de Fextension inattendue qu'ont prise mes travaux, je par- 
tagerai mon Ouvrage en deux Parties, dont la premi^re sera publice dans 
trois mois environ: je vous en ferai hommage d^s que son Impression sera 
achev^e. Dans des Notes et des Additions jointes ä la premifere Partie, 
j'exposerai ce qui est particulier k M. Abel, en rapprochant les m^thodes 
de cet Auteur de celles dont j'ai fait usage moi-m6me. 

n faut vous rendre encore mille gräces pour Tenvoi de votre premier 
Supplement: tont ce qu'il contient vous appartient sous tant de titres que 
ce n'est que votre bont^ qui m*y a fait prendre tant de part. C'est encore 
k vous, Monsieur, que je suis redevable de la place de Professeur dont 
vous fites assez obligeant de me f^liciter. Une gazette de Berlin ayant 
fait mention de la communication que vous avez faite k votre Acad^mie de 
meß travaux, Fautorite de votre nom a ^t^ la cause que le Ministre m'a plac6. 

Vous m'avez donn^ de grandes inqui^tudes sur votre sant6 dans 
votre demi^re lettre; il faut que vous m'en arrachiez sitöt qull vous soit 
poBsible: je vous en prie instamment. 

Ce serait trop me punir pour le retard de ma r^ponse par un retard 
de votre cöt^; c'est la division des Fonctions Elliptiques quil faut accuser 
lä-dessus. 

Votre enti^rement d^vou^ serviteur, 

C.-G.-/. Jacobi. 

Je vous prie, Monsieur, de faire parvenir la lettre ci-adjointe au c^- 
lÄbre orientaliste M. Khproth; veuillez me pardonner si j'ose vous faire 
tant de peine. 



Legendre ä Jacobi. 

Paria, le 9 f6vrier 1829. 

Monsieur, 

Votre lettre du 18 janvier que j'ai re^u le 30 m'a fait beaucoup de 
plaisir; Tint^rSt de cette correspondance va toujours en augmentant par le 
nombre et Timportance des d^couvertes dont vous me donnez communication. 
Je ne puis lire qu'avec peine les formules, parce que l'espace vous manque 
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et le tempB peut-fetre, pour bien former les caract^res, mais ce que j'y puig 
apercevoir me donne la plus haute id^e des beanx r^sultats auxquels yons 
Stes parvenu pour la division des fonetions en n parties. Je n'aurais jamais 
imagin^ qu'il f&t possible de r^soudre ainsi explicitement une ^quatiou da 
degr^ nn, et de former d'une mani^re praticable les diff^rents termes de la 
formule. O'est un grand tour de force qui vous fera iiifiniment d'honneur, 
et il me tarde de recevoir l'ouvrage oii vous donnerez des d^veloppements 
assez ^tendus sur cette d^couverte, pour que j'en puisse faire mon profit 
et Unserer dans mes Supplements, apr^s que je l'aurai moi-mßme suffi- 
samment comprise. 

De son cöt^ M. Abel publie d'une mani^re assez suivie des m^moires 
qui sont de v^ritables chefs-d'oeuvre, et comme il n'a pas ä sa disposition 
les moyens de faire imprimer l'ensemble de ses recherches, cette raison le 
d^termine ä d^velopper davantage ce qu'il publie dans les joumaux de 
Mrs. Crelle et Schumacher. H obtient ainsi sur vous une sorte d'avantage, 
parce que vous n'avez gu^re publik jusqu'k präsent que des notices qui ne 
fönt pas connaltre vos m^thodes. C'est une raison pour que vous vous 
hätiez de prendre possession de ce qui vous appartient en faisant parattre 
votre ouvrage le plus tot qu'il vous sera possible. 

La question de la »-section des fonetions elliptiques, abstraction 
faite des formules de Solution dont vous avez fait la d^couverte, se r^duit 
pour moi aux deux ^quations du degr^ n que foumissent les deux th^orfemes 
de transformation , et de plus aux ^quations n^cessaires pour diviser en n 
parties Egales les deux fonetions compl^tes F*ä, F*ä', oü je d^signe par A 
le module qui suit ä, dans l'^chelle rapport^e au nombre n. Ces demi^res 
^quations pour d^terminer les fonetions trigonom^triques des amplitudes a„, 
ß^y sont un objet que vous ne me paraissez pas encore avoir trait^ d'une ma- 
ni^re satisfaisante ni vous ni M. Abel; cependant elles foumissent les con- 
stantes qui entrent dans les coefficients de vos ^quations, et par suite dans 
les r^sultats d^finitifs. Comment donc trouve-t-on les constantes? Vous 
avez annonc^ que pour passer du module donn^ k au module transform^ A 
il faut r^soudre ce que vous appelez Ti^quation des modules que vous dites 
6tre du degr^ n+1 et dont vous avez mßme donn^ les racines. Mais cette 
assertion ne me semble pas encore Stabile d'une manifere tout ä fait ri- 
goureuse; et il reste toujours ä trouver quel est le degr^ des ^quations ä 
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r^soudre pour d^terminer les constantes dont j'ai parl^. Pour la valeur par- 
ticuli^re » = 5 , les constantes dont il s'agit se d^duisent simplement de la 
valeur de h, sans exiger la r^solution d'aucune ^quation compos^e; mais il 
n'en est pas probablement de meme daus toiis les cas, et vous m^obligeriez 
beaucoup, Monsieur, de me dire ce que vous savez au moins en partie, sur 
la Solution de cette difficult^. — Vous lavez r^solu sürement, sans quoi votre 
formule g^n^rale de Solution, contiendrait des coefficients que vous ne ponmez 
d^erminer. 

Je röp^terai volontiers que cette formule teile que vous l'annoncez 
est la plus belle chose que je connaisse dans l'analyse. M. Abel en avait 
annoncö une semblable de son cöt^, mais sa formule est repr^sent^e d'une 
mani^re bien vague, eile n'existe en quelque sorte qu'id^alement, tandis que 
vous lui avez donn^ une existence reelle et palpable, dans tout son d^- 
veloppement. 

£n admirant ces belles formules de Solution dites algebriques, c'est 
ä dire compos^es de radicaux du degi*^ n, impos^s sur des quantit^s en 
partie reelles et en partie imaginaires, les savants reconnaitront que vous 
avez beaucoup g^n^ralis^ les Solutions analogues qu'ont donn^es Gauss et 
Vandermonde des ^quations ä deux termes, ou plutöt des ^quations auxiliaires 
dont elles d^pendent. — Nous conviendrons tous ensuite que ces formules, 
si belles en th^orie, ne sont d'aucune utilit^ en pratique pour les Solutions 
effectives. Car ind^pendamment de la grande difficult^ d'^valuer chaque 
radical en particulier du degr^ n, il se präsente une autre difficult^ k peu 
pr^s insurmontable, qui est de savoir laquelle des n valeurs de chaque ra- 
dical, devra Stre combinee avec les valeurs des autres. M. Gauss a laisse 
cette th^orie fort imparfaite en ne donnant aucune r^ponse ä cette question, 
qui deviendra bien plus difficile encore ä r^soudre pour vos «'— 1 radicaux. 

L'espace ne me permet plus que de vous parier succinctement de 
deux choses. J'ai re^u de M. Abel une lettre fort interessante, oü il me 
parle d'une grande extension qu'il a donn^c ä ses recherches en prouvant 
que des propri^t^s analogues k celles des Fonctions EUiptiques peuvent 
s'appliquer k des transcendantes beaucoup plus composees. C'est une grande 
g^n^ralisation de la belle integrale A'Euler. On trouve un tr^s-bel ^chan- 
tillon de ces nouvelles recherches dans le 4® cahier T. III du Journal de 
M. Crelle pag. 313. — En second lieu il m'assure 6tre en possession d'une 
m^thode par laquelle il peut r^soudre algebriquement toute ^quation donn^e 
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qui satisfait aux conditions n^cessaires pour Stre ainsi r^solue. II s'eiiBiiit 
qne la Solution g^n^rale est impossible pass^ le 4® degr^. 

Adieu, Monsieur, recevez Tassurance de mon tr^s-sinc^re attaehement 

Le Gendre. 



Jacobi ä Legendre. 

Koenigsberg, le 14 mftrs 1829. 

Monsieur, 

Je vous remercie mille fois de votre lettre du 9 f6vrier, et, comme 
vous m'y proposez diverses questions, je veux chercher ä y r^pondre. Vous 
supposez que j'ai trouv^ des moyens ä exprimer alg^briquement les fonctions 
trigonom^triques des amplitudes que vous d^signez par «„,, en ajoutant que 
Sans cela ma formule contiendrait des coefficients que je ne pourrai d^ter- 
miner. Mais, Monsieur, ce que vous d^sirez est une chose tout ä fait imr- 
possible dans le cas g^n^ral, et qui ne s'ex^cute que pour des valeurs spe- 
ciales du module. 

Ma formule qui donne Fexpression alg^brique de sinam(tf) au moyen 
de sinam(iitt) suppose connue la section de la fonction entifere. C'est ainsi 
qu'on savait r^soudre alg^briquement depuis plus d'un siftcle les ^quations 
qui se rapportent ä la division d'un arc de cercle, toutefois en supposant 
connue celle de la circonf^rence enti^re, cette demifere n'^tant donn^e g^- 
n^ralement que dans ces demiers temps par les travaux de M. Gauss. 

M. Abel a trait^, dans son premier Memoire snr les FoncHons EUip" 
tiques, le Probleme en question pour la premifere fois d'une mani^re g6n6- 
rale; il a montr^ qu'il est toujours possible de r^duire la division de la 
fonction ind^finie ä celle de la fonction enti^re; ensuite il a montr^ que 

r^quation du degr^ — s— , de laquelle dopend cette demifere se r^duit ä une 

^quation du degr^ ^ ^^^* ^^® coefficients d^pendent d'une autre ^quation 

du degr^ «+1, n 6tant premier. En eflfet, T^quation du degr^ n^ entre 
sinam(fi) et sinam(ftfi) a pour racines les n^ expressions contenues sous la 

forme sinam(ti+ ^ "^ *^ — j^ oü Ton donne k m, m' les valeurs 0, 1, 
En supposant ti = 0, une racine devenant 8inam(ti) = et les 
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antres deveuant Egales deux k deux, mais de signes oppos^s, Texpression 
sin^am^ m -^ tm — ^ ^^ dopend plus que d'une ^quation du degr^ ^ I" , 
comme vous Tavez montrö par des exemples dans vos Trait^s. 

Supposons n premier, et soit = «^> on prouve aisement 

qn'une fonction sym^trique quelconque de 8in^am(2cü), sin' am (4a>) , ..., 
8m'am((w— l)£o), par exemple celle-ci: 

sin* coam 2cü . sin* coam 4cü . . . sin* coam (» — 1) cü [= —J , 



ne peut obtenir plus que n+1 valeurs differentes, en mettant pour sin^am(2co) 

une quelconque des racines de T^quation du degr^ ^ * Ces valeurs diflEi^- 

rentes r^pondent aux valeurs de (o = K^ iK\ K+iK', 2K+iK'y •.., 

(«—1)^+1^'. En effet, toutes les racines de l'^quation du degr^ — ^ — 
^tant contenues sous la forme sin^am(2pco), oü Ton donne ä p les valeurs 
1, 2, ..., —T") ^ ^ l^s n+1 valeurs mentionn^es, et le Systeme des 
quantitös sin^am2u)^ sin^am4cü^ ..., sin^am(ft— l]ai pouvant Stre remplac6 par 
le Systeme de celles-ci: sin^am(2;?a;), sin^am(4;?ai)Y ..., sin'am((«— 1);?cü), 
il suit que les fonctions sym^triques de ces quantit^s ne sauront obtenir que 
les H+1 valeurs que Ton obtient en mettant pour ai des valeurs diff^rentes et 
incommemurables entre elles. Donc elles d^pendent d'une 6quation alg^brique 
du degr^ n+\. C'est donc aussi le degr^ de l'^quation dont les racines sont 
les diff^rents modules transformös attach^s au nombre n suppos^ premier, et 
que j'appelle aequatio modularis, ces modules ^tant contenus sous la forme 

i = ;f** [sin coam 2eü . sin coam 4ai . . . sin coam (« —1) co]*. 

Vous voyez donc, Monsieur, que M. Abel a prouv^ ce th^or^me im- 
portant, comme vous le nommez, dans son premier Memoire 9ur les Fonctions 
Elliptiques^ quoiqull n'y ait pas trait^ de la transformation , et qu'il ne pa- 
ratt pas m^me avoir song^, du temps qu'il le composa, que ses formules 
et ses th^or^mes trouveront une pareille application. Quant ä moi, je n'ai 
pas trouv^ n^cessaire de reproduire cette d^monstration dans les Berits que 
j'ai publi^s jusqu'ici sur cette matifere, car il me reste trop k faire pour ne 
pas ^pargner mon temps le plus que possible. 

Mais peut-^tre, Monsieur, vous aurez k faire des objections k cette 
d^monstration. Dans ce cas, vous m'obligerez de beaucoup en me les 
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communiquant, car lorsque je traiterai de mes th^ories nouvelles il faudra 
en parier. 

Etant connue une seule des fonetions sym^triques de sin^am(2€ü),..., 
la throne g^n^rale des ^quations alg^briques nous apprend, et M. Abel Ta 
remarqu^, qull est possible d'exprimer par celle-ci toute autre fonetion 
sym^trique des memes quantit^s. C'est la cause de ce que vous avez pu 
exprimer rationnellement en fonetions des deux modules les coefficients 
des transformations attach^es aux nombres 3 et 5, et il sera de mSme pour 
tout autre nombre. Vous trouverez meme dans le 2® cahier du vol. IV 
du Journal de M. Grelle une formule ä diff(6rences partielles tr^s-remarquable 
qui sert ä exprimer generalement ces coefficients par les deux modules, en 
supposant connue T^quation aux modules; de sorte que la formation alg^- 
brique des substitutions ä faire pour parvenir ä une transformation quel- 
conque est entiörement r^duite k la recherclie des ^quations aux modules, 
formule qui donne en meme temps comme cas special les expressions 
alg^briques et g^n^rales pour la multiplication par un nombre n quelconque 
indefini: chose tr^s-difficile et dont vous avez du remarquer les premiers 
exemples dans le 4® cahier du vol. III dudit Recueil. II sera de m£me 
si Ton fait tout d^pendre de T^quation dont les racines donnent les valeurs 
de ce que vous appelez le reguktteur, et cela conviendra peut-6tre encore 
raieux, ces demiferes semblant etre plus simples. Aussi j'ai d^couvert une 
propri^t^ tout ä fait singuli^re de ces ^quations, dont les racines sont les 
r^gulateurs, comme vous Taurez lu dans le 3® cahier du vol. III: c'est 
qu'on peut exprimer lin^airement leurs racines carrees au moyen de la 
moiti6 de leur nombre, propri^t^ qui m^est d'autant plus remarquable que 
je ne Tai trouv^e que par les d^veloppements en s^ries qui me sont pro- 
pres, et que je ne vois pas comment on peut la prouver en quantites finies, 
ce qui pourtant doit fetre possible. Cette propri^t^ servira sans doute k 
approfondir un jour la vraie nature de ces ^quations du degr^ ii+l. 

J'ai ^t^ convaincu, et M. Abel Ta confirm<5, qull n'est pas possible 
de r^soudre alg^briquement ces ^quations du degr^ n+\; aussi, comme 
M. Abel sait ^tablir des crit^res n^cessaires et suffisants pour qu'une ^qua- 
tion alg^brique peut 6tre r^solue, il pourra sans doute prouver cela avec 
toute la rigueur analytique. Quant aux cas sp^ciaux, comme M. Abel a 
promis en plusieurs lieux d'en traiter, je ne me suis pas encore occup^ 
beaucoup de cet objet, sans doute tr^s-int^ressant Je ne veux ni repro- 
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düire ni pr^venir les travaux de M. Abel: presqne tout ce que j'ai publik 
dans ces derniers temps sur les Fonctions Elliptiqnes contient des vnes 
nouvelles; ce ne sont pas des amplifications de mati^res doitt M. Abel a 
tndt^ ou mSme promis de s'en occuper. 

Le modale transfornk^ ou, ce .qui revient au mSme, le r^^lateur 
qni y r^pond ^tant suppos^ connu, il faut encore r^soudre une ^quation du 

degr^ ~i~ P^^^ parvenir aux quantit^s 8in^am(2pai), ou ä la section de la 
fonction eiiti^re. Donc vous n'aviez eu qu'ä r^soudre une öquation du 
second degr^ dans le cas de » = 5. M. Abel a prouv^ que la m^thode de 
M. Gauss s'applique presque mot k mot ä la r^solution de ces öquations, 
de Sorte que ce ne sont que les ^quations aux modules qu'on ne sait pas 
rdsoudre alg^briquement. J'ai trouv^ le th^or^me remarquable , et je Tai 
annonce dans le 2^ cahier du vol. IV du Journal mentiouu^, qu'^tant sup- 
poB^es connues toutes les racines de T^quation aux modules, ou tous les 
r^gulateurs qui r^pondent au uombre n, on peut exprimer les quantit^s 
fdna^ Sans avoir besoin de resoudre encore aucune equeUion algebrique. La 
m^thode de M. Abel ne suppose conuu qu'un seul module transfonn^ pour 

trouver, par la'r^solution d'une ^quation algöbrique du (^^) degr^, les 

quantit^s sinor,,, qui r^pondent ä ce module; la connaissance de tous les 
modules transform^s remplacera donc la r^solution de cette ^quation. 

Je ne crois pas que la formule que j'ai eu Fhonneur de vous com- 
muniquer dans ma derni^re lettre perdra ä vos yeux ä präsent oh vous 
voyez qu'elle contient des coefficients que je ne sais pas d^terminer, 
mais en mSme temps qu'il est impossible de les d^terminer alg^bri- 
quement. 

L'impression de mon Ouvrage s'est retard^e, puisquil s'imprime k 
200 Heues de Koenigsberg; sans cela, il serait d^jä dans vos mains; ce- 
pendant j'esp^re pouvoir vous le faire parvenir dans tr^s-peu de temps. 
n ne contiendra que les fondements de mes travaux; je publierai le 
reste dans des M^moires isol^s, puisque cela paratt gtre plus confoime k 

vos VOBUX. 

Quelle d^couverte de M. Abel que cette g^n^ralisation de Tint^grale 
A' Euler! A-t-on jamais vu pareille chose! Mais comment s'est-il fait que 
cette d^couverte, peut-Stre la plus importante de ce qu'a fait dans les 
Math^matiques le si^cle dans lequel nous vivons, ^tant communiqu^e k 
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Yotre Acad^mie il y a deux ans , eile a^ pu ^chapper k Tattention de yons 
et de V08 confrferes? 

Vo8 lettre», MoiiBienr, fönt ^poque dans le cours de meB travaiix. 
Veuillez donc me daigner honorer bientöt d'une r^ponse, et, comme j'irai 
voir mes parents ä Potsdam, je youb prie de TadreBser ä cette yille. Je 
vouB prie anssi de vouloir bien excnser mille inconv^nientB qoi naissent 
de ce qu'il faut que j'^criB dans une langue qui m'est ^trang^re. 

Votre d^von^ servitenr, 

C.-Cr.-/. Jacobi. 



Legendre ä Jacobi. 

Paris, le 8 aTril 1829. 

Je VOUB remercie, Monsieur, de la peine que vous avez prise de 
r^pondre aux questions contenues dans ma lettre pr^c^dente. Je vois mainte- 
nant plus clairement qu'auparavant , comment vous 6tes parvenus, M. Abel 
et vous, k d^montrer que requation des modules doit etre du degr^ »+1, 
et aussi pourquoi la division de la fonction compl^te en n parties qui en 

g^n^ral depend d'une equation du degr^ — ^"5 ^^ r^duit ä deux ^quations, 
Tune du degr^ «+1, l'autre du degr^ — h—« La d^monstration de ces beileg 

propri^t^s est encore envelopp^e de quelques nuages qui, j'espfere, pourront 
se disdiper par un travail ult^rieur, et avec le secours de ce que vouß 
publierez sur cette mati^re, car votre mani^re d'^crire est plus claire pour 
moi que celle de M. Abel qui en gen^ral ne me paratt pas suffiBamment 
d^velopp^e et laisse au lecteur beaucoup de difficult^s ä r^soudre. 

Je viens de recevoir le nouveau cahier du Journal de M. Crelle 
oü il y a trois beaux m^moires de M. Abel et un pr^cis que vous m'aviez 
annonc^ de vos nouvelles recherches. Vous allez si vite Messieurs, dana 
toutcB ces belles sp^culations, qu'il est presque impossible de vous suivre; 
surtout pour un vieillard qui a ddjä pass^ Tage oü est mort Euter , ftge 
oü Ton a nombre d'infirmit^s ä combattre, et oü Tesprit n'est plus capable 
de cette contention qui peut vaincre des difficult^s et se plier k des id^es 
nouvelles. Je me f^licite n^nmoins d'avoir v^cu assez longtemps pour 6tre 
t^moin de ccb luttcB g^n^reuBes entre deux jeunes athUtes ^galement vigon- 
reux, qui fönt toumer leurs efforts au profit de la science dont üb reculent 
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de plus en plus le» limites. Ce spectacle m'int^resBe d'autant plus qu'il 
m'offi'e les moyens de perfectioimer mon propre ouvrage, en profitant de 
quelques-uns des mat^riaux pr^cieux qui sout le r^saltat de leurs savantes 
reoherches. 

Je finirai dans quelques jours rimpression de mou second Supple- 
ment dont j!adresserai un exemplaire ä Koenigsberg, pensant que vous y 
serez de retour & cette epoque. II est compos^ de presque toutes choses 
qui yous appartiemient, et qui m'ont cependant coüt^ beaucoup de travail, 
ä cause des d^monstratioiis que vous n'aviez pas toujours indiqu^es. Ce 
sappl^ment compUte en quelque sorte la th^orie des approximations qui 
est Tun des objets prineipaux de mon ouvrage; car une fois les fonctions 
elliptiques connues, il faut faciliter par tous les moyens possibles leur ap- 
plication, c'est-k-dire la dötermination num^rique des fonctions. Je trouve 
que vous avez fait un grand pas dans cette carri^re en r^duisant les fonc- 
tions de la 3^*"® esp^ce, ä paramdtre logarilhmique (j'appelle ainsi les fonc- 
tions dont le param^tre est — ;f^sin^a), de sorte quelles ne d^pendent plus 
que de deux variables, et qu'ainsi on puisse les ^valuer en joignant aux 
tables connues une nouvelle table k double entr^e seulement. J'aurais 
bien voulu que la meme propri^t^ püt etre ^teudue aux auti-es fonctions 
de la 3®°*® esp^ce, c^est^ä-dire k celles que j'appelle ä parametre drculaire, 
Oü dont les param^tres sont des formes cot'a, x'^tang^a, et — 1+x'^sin^a. 
Ifais les efforts que j'ai faits pour parveuir k ce r6sultat ont ^t^ infructueux^ 
quoique vous en ayez annonc^ la possibilitö. Je' serai tr^-aise de m'6tre 
trompe, et je r^parerais avec grand plaisir mon erreur si vous m'indiquiez 
le moyen de r^soudre la difücult^ et d'exprimer par deux variables seule- 
ment, cette seconde division des fonctions de troisi^me esp^ce. Ce serait 
k mon avis la plus grande d^couverte qu'il est possible d'esp^rer dans la 
ihdorie des fonctions elliptiques, puisqu'elle rendrait Tusage de ces fonctions 
preftqu'aussi facile, dans tous les cas, que celui des fonctions circulaires 
et logarithmiques. S'il faut perdre tont espoir k cet 6gard, j'aurai au moins 
la consolation que mes recherches sur votre d^couverte m'ont fourai Toccasion 
de perfectionner assez notablement le calcul approximatif des fonctions k 
parametre circulaire, au moyen de me^ arcs S2 et S2' dont Tun au moins 
ae d^termine toujours par deux suites fort convergentes. 

Je ne teiminerai pas cette lettre sans r^pondre k Farticle de la vötre 
qui conceme le beau memoire de M. Abel qui a ^t^ imprim^ dans le cabier 

33* 
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pr^c^ent du Journal de CreUe, et qni avait et^ pr^sent^ k raead^mie par 
son anteur dans les demiers mois de 1826. M. Paissan ^tait alors pr^sident 
de Tacad^mie, les commissaires nomm^s pour examiner le memoire fnrent 
M. Cauchy et moi. , Nous nous apergümes que le memoire n'^tait preaque 
pa8 lisible, il ^tait ^crit en euere tr^B-blanche , les earact^res mal form^; 
il fut convenu entre nous qu'on demanderait ä Tauteur une eopie plus nette 
et plus facile ä lire. Les choses eu sont rest^es lä; M. Cauchy a gard^ le 
manuscrit jusqu'iei sans s'en oecuper, Tauteur M. Abel paratt s'en 6tre all^ 
saus s'ocGuper de ce que devenait son memoire, il n'a pas foumi de copie^ 
et il n'a pas ^t^ fait de rapport Cependant j'ai demand^ ä M. CoifeAy qu'fl 
me remette le manuscrit qui n'a jamais ^t^ entre mes mains, et je verrai 
ce quil y a ä faire, pour r Sparer, s'il est possible, le peu d'attention qu'il 
a donn6, ä une production qui m^ritait sans doute un meilleur sort. * 

Votre tout d^vou^ 

Le Gendre. 



Jacobi ä Legendre. 

Potsdam, le 23 mai 1829. 

Monsieur, 

Je vous rends grftce de votre lettre du 8 avril qui me mande la 
publication d'un Supplement, que j'attends avec une grande impatience. Vos 
deux Supplements embrasseront sans doute la plupart de ce qui se trouvera 
de nouveau et d'interessant dans mon Ouvrage et beaucoup d'autres choses 
qui ne s'y trouvent pas. L'impression de celui-ci ^tant achev^e, je me suis 
empresse de vous le faire parvenir, et je vous prie de raccueillir avec cette 
bonte dont vous m'avez donn^ des preuves si edatantes. Cependant je 
crains qu'il ne soit beaucoup au-dessous de la bonne opinion que vous avez 
voulu concevoir de mes travaux , et je crains cela d'autant plus, puisqu'fl 
ne contient que les fondements de mes recherches et qu'il me faut encore 
une longue s^rie de travaux pour ^tablir aux yeux des Geom^tres leur 
ensemble. 

En ce qui regarde les Integrales Elliptiques de la troisi^me esp^ce 
ä param^tre circulaire, vous avez compietement raison; elles ne jouissent 
pas d'une röduction analogue k celle de l'autre esp6ce logarithmiqne. Si 
j'ai annouce une pareille chose, commes vous le dites dans votre lettre, 
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cela n'a pn etre que dans le sen« g^n^ral et analytiqne, oü ron ne distingae 
pas entre les valeurß reelles et imaginaires, et qu'on fait abstraction de 
r^valuation num^riqne. Sous ce point de vue, une mßine fonnule einbrasse 
toua. les cas, de sorte qu'on n'a pas besoin de distingaer entre les esp^ces, 
ce qui devient n^cessaire aussitOt qn'on veut appliquer les formules qui s'y 
rapportent au calcnl nnm^rique ou qu'on ne veut consid^rer que des quan- 
tit^s reelles. Toutefois cette sorte dlnconv^nient, qui tient k la nature in- 
time de Tobjet, et nuUement ä un d^faut de notre part, me paralt aj outer 
de m^rite k votre division des Integrales EUiptiques de la troisi^me esp6ce 
en deux classes, auxquelles se ram^nent tous les autres cas. En eifet, ces 
deux classes diflföreut essentiellement entre elles, le paramfetre et Tamplitude 
dans l'une d'entre elles pouvant 6tre r^unis dans une seule variable, et 
l'autre pouvant etre rapportee en m^me temps au module donne et k son com- 
pl^ment Je pourrais vous parier davantage sur cette matifere, mais j'aime 
mieux voir auparavant votre second Supplement. 

J'ai d^jk communique k M. Crelle, pour le faire ins^rer dans son 
Journal, un premier Memoire qui fait partie d'une suite de M^moires daus 
lesquels je veux exposer, avec les d^monstrations et les developpements 
D^cessaires, les diff^rents r^sultats auxquels je suis parvenu, et dont j'ai 
dejä annonce la plupart sans d^monstration. Vous y trouverez les formules 
g^n^rales qui se rapportent ä la transformation des Integrales EUiptiques de 
la seconde et de la troisi^me esp^ce, presentees sous une forme commode 
et elegante. Vous y trouverez aussi les formules generales qui donneut leurs 
valeurs dans le cas que F(y) est commensurable avec la fonction enti^re 

F\ ou plus generalement — - — — ^^-^ — ^ m, n, p etant des nombres 

entiers. Mais le but principal de ce premier Memoire est de preparer tout 
ce qui est necessaire pour que je puisse etablir dans les Memoires suivants^ 
avec toute la rigueur necessaire et en partant des premiers eiements, cette 
theorie des Transformations irrationnelles ou inverses et de la section des 
Fonctions EUiptiques, qui me paratt etre le comble de toutes mes recherche^ 
SOI cette mati^re. 

Dans un Memoire ecrit en allemand, et qui a ete insere dans le 
3^ volume du Journal de M. CreUe, j'ai donne une construction plane de la 
multiplication des Fonctions EUiptiques. 
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Soit AA*A"A*'... une partie d'un polygone inscrit au cercle Cetcir- 

conscrit au cercle c, A ^tant situ^ dans le prolonge* 
ment de Cc ou de la droite qui Joint les deux centres: 
si Ton met AÄ = 2yi, AÄ' = 2^27 AA'" = 2^3, . . . , 
on aura 

Le module se d^termine par la distance du 
centre C ä la s^cante ideale commune aux deux cercles. 
Donc öl Ton veut trouver un angle y« tel que F((p„) = nF((p\ on n'a qu'ä 
d^crire un cercle c, qui touche la droite ^.4' et qui a une s^cante id^le 
donn^e commune avec le cercle C; ensuite on m^ne au cercle c les tan- 
gentes AÄ', Ä'A'', A"A\ . . . ; les points Ä', Ä\ Ä\ . . . 6tant situ^s 
tous dans la periph^rie du cercle C; la n^^^^ tangente ^tant ^^""*M^"\ on 
aura AA^^2(p„. Les arcs de cercles peuvent devenir plus grands que 
360 degr^s, de sorte que cette construction n'a point des limites, comme 
Celle de Lagrange. On voit ainsi que la th^orie g^n^rale des polygones 
inscriptibles et circonscriptibles en mßme temps ä un cercle dopend des 
.Fonctions EUiptiques, comme celle des polygones r^guliers des Fonctions 
Circulaires. 

Pardonnez-moi si j'ose vous faire remarquer qu'il me semble que, 
dans votre premier Supplement, vous avez pr^sent^ d'une mani^re incom- 
plSte ma d^monstration de mon premier th^or^me. II me semble que de 

la seule circonstance que y se cbange en y- , a? ^tant cbang^ en — , vous 
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concluez que la valeur de y, qu'on a suppos^e, satisfait k T^quation diflK- 
rentielle 

dy ^_ dx 

puisqu'on peut faire dans celle-ci cette Substitution. 

Mais je n'ai pas fait, moi, cette conclusion, que vous reconnaltrez 
ais^ment £tre fautive puisqu'on peut former ad libitum des expressions qui 
jouissent de cette propri^t^ et qui ne satisfont pas k T^quation diflF6rentielle. 

Vous m'obligerez beaucoup, Monsieur, si vous voulez avoir la bont^ 
de ^ faire parvenir ä MM. Poisson, Fowrier et Cauehy les exemplaires. de mon 
Ouvrage qui se trouvent aupr^s de celui dont je vous fais hommage. Comme 



Legendre ei Jacobi, correspondance mathimaiique. 268 

je resterai encore quelque temps ä Potsdam je vous prie d'y adresser une 
r^ponse que j'attends avec une vive impatienee. 

Votre enti^rement d^vou^ 

C.-G.-y. Jacobi. 



Legendre ä Jacobi. 

Paris, le 4jain 1829. 

Monsieur, 
Je suis fort empress^ de recevoir l'exemplaire que vous m'avez 
destine de votre ouvrage eontenant le fondement de vos recherches sur 
la throne des fonctions elliptiques. Je distribuerai conform^ment k 
vos intentions les trois exemplaires qui y sont joints, aussitöt que je les 
aurai re5us, je regrette seulement que vous n'en ayez pas envoye un 
quatri^me pour Tacad^mie avec une lettre au pr^sident, et je vous engage 
ä r^parer eette Omission aussitöt la präsente re9ue, que je m'empresse ä 
cet eflfet de vous adresser ä Potsdam, puisque vous me marquez que vous 
y resterez encore quelque temps. — Je ne serai pas moins empress^ de 
voir le memoire qui doit parattre dans le recueil de M. Crelle et qui sera 
suivi de plusieurs autres oü vous donnerez, dites-vous, les d^monstrations 
d^taill^es de plusieurs de vos beaux r^sultats. — Je vous ai adress^ mon 
second Supplement k Koenigsberg, pensant que vous ne resteriez pas si 
longtemps ä Potsdam. — Je vois k Tavance que nous serons d'accord sur 
les deux classes des fonctions de troisi^me esp^ce que je distingue par les 
noms de logarithmique et de circulaire, je suis fäch^ de perdre Tesp^rance 
de r^duire en table les fonctions k param^tre circulaire et j'ai peine k 
comprendre comment il peut y avoir une diff^rence aussi essentielle entre 
les deux classes. Mais, comme f?ons dites, cela tient ä la nature des choses 
et nous ne pouvons rien y changer. Vous vous en consolez plus ais^ment 
que moi, vous et M. Abel qui etes tous deux eminemment sp^culatifs, mais 
moi qui ai toujours eu pour but d'introduire dans le calcul de nouveaux 
Clements qu'on puisse r^aliser en nombres k volonte, moi qui me suis livr^ 
ä un travail des plus longs et des plus fastidieux pour la construction des 
tables, travail que je n'h^site pas ä croire aussi consid^rable que celui des 
grandes tables de Briggs, je ne prends pas mon parti aussi facilement sur 
Fesp^rance de9ue que vous m'aviez fait concevoir, et dont une moitie seu- 
lement s'est r^alis^e. 
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Votre constraction g^om^trique des fonctions multiples me paratt fort 
ing^nieux, ce sont de ces choses dont je ne manqnerai pas de faire mention 
dans un 3®°*® Supplement, s'il y a lieu. Gar je ne r^ponds de rien, j'ai 
eu encore bien de la peine ä passer cet hiver, et une ann^e de plus devient 
pour moi un demi-si^cle. Vous avez ddjä une preuve de Tinfluence de 
Tage qui diminue n^eessairement T^tendue de nos facultas intellectuelles, 
puisque vous avez remarqu^ que je n'ai pas bien saisi votre pens^e, et 
que j'ai pr^sent^ d'une mani^re incompl^te dans mon premier Supplement 
la d^monstration de votre th^or^me L Vous aurez peut-6tre occasion de 
faire de semblables remarques dans la lecture du second Supplement, mais 
vous remarquerez du moins en mSme temps que les erreurs dans lesquelles 
j'aurai pu tomber ne peuvent 6tre reprochees qu'ä moi, et que je n'ai 
rien n^glige pour que la gloire de vos d^couvertes vous soit r^serv^e 
tout enti^re. 

Relativement au premier objet je dois dire pour mon excuse que 
votre d^monstration, teile que vous Favez donn^e dans le Journal de 
M. Schumacher^ ne m'a paru concluante qu'en admettant comme assomptiany 
ce que j'appelle le principe de la double Substitution dont Tid^e m'a paru 
tr^s-heureuse et de nature ä faire beaueoup d'honneur ä votre sagacit^. 

J'ai dit express6ment que la double Substitution qui satisfait ä F^qua- 
tion differentielle doit satisfaire aussi ä son integrale, et partant de lä je 
suis arrive ä votre r^sultat Cette raison m'a paru suf&sante, d'ailleurs je 
n'ai point vu que vous ayez motiv^ sur des raisons plus solides, l'usage 
que vous avez fait de ce principe. II ne m'avait pas cependant echapp^ 
qu'on pouvait faire des objections contre ce principe, j'avais remarqu^ que 

si la valeur y = ^ satisfait au principe, une valeur diflKrente teile que 

y = — --pr ^ 1"^)( ^) y satisfait encore sans satisfaire ä l'^quation 

diflF6rentielle, j'avais remarqu6 encore que pour l'echelle ancienne dont Tindice 
est 2 (pag. 36 et 38 du 1. supp*) l'^quation des amplitudes pour le Th^o- 

r^me I savoir y = ^ "^^?^ « 7^^ satisfait bien au principe de la double 
Substitution, mais que l'^quation analogue du Th6or6me II savoir s = r- , 

y 

vlj satisfait pas. J'ai maintenant l'espoir que dans le memoire qui va 
bientöt me parvenir dans le Journal de M. Cr eile , je trouverai les d^ve- 
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loppements n^cessaires sur cet objet avec lesquels je pourrai corriger dans 

mon prochain Bnppl^ment ce que le premier contient de d^fectueux. 

Recevez, Monsieur, mes complimeiite et Paösurance de mon ainc^re 

attachement. 

Le Gendre. 

En fermant cette lettre je viens d'apprendre avec une profonde douleur 
que votre digne ^mule M. Abel est mort ä Christiania des suites d'une 
maladie de poitrine dont il ^tait affect^ depuis quelque teuips et qui a 6t6 
aggravee par les rigueurs de F hiver. 

C'est une perte qui sera vivement sentie de tous ceux qui s' Interessent 
anx progr^s de Tanalyse math^matique consid^r^e dans ce qu'elle a de 
plus 61eve. Au reste dans le court espace de temps quil a v^cu il a ^lev^J 
un monument qui suffira pour rendre sa memoire durable et donner une 
id^ de ce qu'on aurait pu attendre de son g^nie ni fata obstetissent. 



Jacobi ä Legendre. 

Potsdam, le Ujuiu 1829. 

Monsieur, 

Conform^ment k ce que vous avez la bont^ de m'^crire dans votre 
lettre du 4juin, je vous envoie un quatri^me exemplaire pour PAcad^mie. 
Je Tai adress^ ä M. le Baron de Fourier, Secr^taire perp^tuel de TAcad^mie, 
pnisque jlgnore le nom du President. Veuillez bien le lui faire parvenir 
et excuser la peine que je vous fais. Votre bont^ envere moi et votre 
g^n^rosite sont telles, que je ne sais vous en rendre de gräces dignes. 

Peu de jours apr^s Fenvoi de ma derni^re lettre, j'appris la triste 
nouvelle de la mort A'Abei Notre Gouveniement Tavait appeld k Berlin, 
mais l'appel ne Va pas trouve parmi les vivants. L'esp^rance que j'avais 
congue de le trouver k Berlin a ^t^ si cruellement d^fue. Les vastes pro- 
bl6mes qu'il s'^tait propos^s, d'etablir des criteres suffisants et necessaires 
pour qu'une equation alg^brique quelconque soit r^soluble, pour qu'une in- 
t^ale quelconque puisse etre exprimöe en quantitös finies, son invention 
admirable de la propri6t^ g^n^rale qui embrasse toutes les fonctions qui 
sont des integrales de fonctions alg^briques quelconques, etc., etc., marquent 
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iiii genre de questions tont ä fait particulier, et qne personne avaiit Ini n'a 
o»i imaginer. II a'en est all^, mais il a laiss^ an grand exemple. 

Je vons rends mille gräcee de votre second Supplement, qui aTwt 
fait le graiid detour par Koenig»bcrg. Lee d^monstrations difförentra de 
Celles <[ue vo\is trouverez dans mon petit Ouvrage et lea döveloppementa 
que voiiB iivez ajout^s it pUisieurs points impoitants me l'ont rendu fort in- 
t^resöaiit. Quant au calcul mim^rique des Integrales elliptiques de troisi^me 
eä]i^ce ä param^tre circulaire, je vous demande pardon d'avoir fait naltre 
ei) V0U3 Hiie esp)5ran(;e qui n'a pas et^ r«5aliöee depuia. Cependant je croiß 
que V0U8 ii'avez paa ä regretter trop l'inconv^nient que ces fonctions ne 
peuvent etre rc^duitc» en tabiea k double entree. Les moyena que tous 
avez iiidiqu^B pour leur evaluation dans le second Supplement sont tels, 
qu'oii doit (tousiderei' cea tonctioiiö toui k fait comme des quantites finiea. 
Je cniia mßme qu'au nioyen de quelques tables k simple entr^e on peut 
faf^iliter tellement leur calcul, que la peine de les calculer an moyen de 
mcs series devieniie plua petite (jue celle qu'exige l'iuteipolation dans nne table 
k diiuble ciitreo. 

C"e ([ui regarde la demouötratio« qne j'ai donn^e de mon theor^me I 
danu le Jonnml de M. Schumacher, eile repose snr le tli^oreme qn' „^tant tronv^es 
troiö fonctiüiia entiferes et rationnelles de x quelconquea U, V et T, telles que 
(t/^-rj((7=-i'»-l = {].-x']{\-x'-t'')T\ 

on aiira toujours, en mettant y = j,- , 

rf y _. ^ 

M d^signant une conatante"; th^orime fondamental qui a ^t^ prouv^ au 
commeucement de ma demonstration, et dont il ne ae trouve paa fait men- 
tion dans Ic premier Supplement. Dans mon Ouvrage, j'ai d^sign^ ce th^oröme 
aoua Ic nom de principe de la tramformation des Fonctions EUipHques. Ed 
efTet, ce principe suffit ponr qu'on poiase ^tablir la throne g^nörale de la 
tranaformation, en r^duisant cette derni^re k nn prubl^me algebriqne qu'on 
peut toujours r^soudre, lea conatantes ind^tenninees etant en uombre süffisant 
pour i'cmplir les conditiona du probl^me. Pour compl^ter ma d^monstratioD, 
teile qu'elle se trouve dans le premier Supplement, il suffira d'ajouter en 
peu de mots la demonstration du theoräme mentionne. La double snbHti- 
tution vous fonmiasant les valenrs de U+Y, ü±'kV resolnes en factenrs, 
et telles qu'on a 
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U+ V= a+x)B\ U+IV== {l+xx)D\ 

Ay By Cy D ^tant des fonctions entiftres, tont se trouvera prouv^ rigoureuse- 
ment Abel s'est servi du mßine principe, de sorte que nos d^raonstrations 
sollt au fond les mßmes. Vous etes le premier, Monsieur, qui avez montr^ 
qn'on peut s'en passer, en effectuant la Substitution elle-mßme au moyen 
de la r6solution en fractions simples. Aussi je n'ai pas tard6 k exposer 
danfi^mon Ouvrage cette d^monstration , qui vous est propre et qui donne 
une excellente v^rification. A präsent, je suis en possession d'un nombre 
assez grand de d^monstrations diffi^rentes. Je remarque, k cette occasion, 
que le m^rite principal S'Abel, dans la th(5orie de la Transfonnation, consiste 
danB sa d^monstration que nos formules embrassent tovtes leg mbstitvlions 
algibriques possibles^ ce qui donne un haut degrd de perfection k cette throne. 

Vous vous plaignez des infirmit^s de votre äge. Ah! Monsieur, ces 
excellents Supplements que vous venez de composer, en partant de quel- 
ques lög^res notices que j'avais donn^es sans d^monstration , montrent que 
c*e8t encore la vigueur et T Energie de la jeunesse qui vous animent et fönt 
eoncevoir l'espdrance que le Ciel conservera encore longtemps une vie 
aiu&i ch^re. 

Mes parents m'ont pri^ de vous faire leurs civilit^s et vous rendent 
grftces des bont^s que vous avez bien voulu avoir pour moi. Soyez assur^, 
Monsieur, que je n'oublierai jamais ces bont^s, et que je suis avec le respect 
le plus profond 

Votre tout d^vou^, 

C- (?.-•/. Jacobi. 

Je ne retoumerai k Koenigsberg que cet hiver. 



Legendre ä Jacobi. 

Pans, le 16juillet 1829. 

Je ne veux pas diff^rer plus longtemps, Monsieur, de r^pondre k 
Wire lettre du 14 juin deniier, car il faut que vous sachiez que j'ai re^u 
ks qnatre exemplaires destin^s pour trois de mes confreres et pour moi, et 
ie plas un cinqui^me qui est arriv^ un peu plus tard pour Facad^mie. Le 
trat a ^t^ distiibu^ selon vos intentions et j'ai 6t^ charg6 de vous adresser 

34* 
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les remercimeiits de ces Messieurs auxquels je joins les miens. M. Fourier 
vous adressera probablement ceux de Tacad^mie, d'ailleurs M. de Mirbel, son 
President, a eharg^ M. Poisson de faire de votre ouvrage un rapport verbal 
ä racad^mie, ce qui me prociirera le plaisir d'entendre citer avec ^loge, 
les beaux travaux par lesquels vous avez consid^rablement perfectionn6 une 
brauche importante de Fanal yse, et qui ddjä vous placent au nombre des 
g^om^tres les plus distingu^s de TS^urope. 

L'ex^cution typographique de votre ouvrage paratt, surtout dan» mon 
exemplaire qui est sur papier fin, d'une beaut^ remarquable. Je regrette 
seulement que vous n'ayez pas ^t^ ä port^e de corriger les ^preuves, car 
outre les fautes indiqu^es dans l'errata il me paralt qu'il en reste encore 
un assez bon nombre. Par exemple je trouve pag. 29, 30, 67 et 69 que 
les ^quations modulaires pour les nombres 3 et 5 sont 

Mais puisque vous supposez w>r (voir la formule X^x"" ( ) pag. 37), 

il est Evident ([ue les premiers membres de ces ^quations sont compos^s Tun 
de deux binomes dont la valeur est positive, Tautre de trois binömes sem- 
blables. Les vraies ^quations telles que je les ai donn^es pag. 68 et 75 de 
mon premier Supplement sont 

tt'-rH5tt^r'(w'-0-4iir(l-ttV) = 0*) 

et alors pour le dire en passant, on ne peut ^changer entr'eux u et v, mais 
bien «i et — t?. 

Au reste j'ai remarqu^ beaucoup de choses dans votre ouvrage qui 
sont nouvelles pour moi et dont je pourrai profiter, s'il m'est donn^ de 
publier un 3® Supplement. Mais il me faudra beaucoup de temps et de 
travail pour me metti*e en etat de traduire en langage vulgaire le r^sultat 
des hautes sp^culations auxquelles vous vous 6tes livr^; car nous ecrivons 
dans deux genres fort diAKrents. 

J'applaudis aux efforts heureux que vous avez faits dans la partie 
purement speculative, en traitant des transformations imaginaires, et resolvant 



^) Ces deux ^quatioos se trouvent avec les mSmes signes dans la notice de Jacobi 
du 2 ayril I82b, Journal de Crelle vol. 3 p. 194, et avec un double signe dans la lettre 
de Jacobi ä Legendre datte du 12janyier 182b. B. 
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les ^quations alg^briques les plus difficiles par des formules trfes-^l^gantes, 
mais Tobjet de mon ouvrage se rapproche beaucoup plus de la pratique, 
je cherche k reeueillir tout ce qui peut faciliter Tusage de mes fonctions 
afin d'en faire uii v^ritable instrument de calcul comme Tont ^te jusquici 
les fonctions circulaires et logaritlimiques. 

Je devrais bomer lä ma lettre et ne vous point parier des eliange- 
ments de nomenclature que vous proposez dans votre art. 17 pag. 31; mais 
comme d'autres personnes pourraient vous repr^senter qu'en cela vous avez 
fait une chose qui doit m'etre d^sagr^able, je ne vois pas pourquoi je vous 
cacherais ce que je pense de cette propositien. Je vous dirai donc fran- 
chement que je n'approuve pas votre id^e, et que je ne vois pas de quelle 
Utility eile peut etre pour vous et pour la science. 

La plus simple des fonctions elliptiques, savoir Fint^grale / ^ r =^=r=^ i 

jouit de tant et de si belies propri^t^s, consid^r^e seule, eile est li^e par 
de si beaux rapports avec les deux autres fonctions dites de la seconde et 
de la troisifeme esp^ce que Tensemble de ces trois fonctions forme un Systeme 
complet auquel on pourrait donner un autre nom que celui de fonctions 
elliptiques, mais dont Texistence est ind^pendante de toute autre fonction. 
La nomenclature m^thodique que j'ai propos^e d6s 1793 dans mon memoire 
8ur les transcendantes elliptiques a ^t^ adopt^e g^n^ralement, vous Tavez 
trouv^e Stabile; quelles sont donc vos raisons pour vous ^carter de Tusage 
g^n^ral? Vous faites schisme avec M. Abel et avec moi, vous faites schisme 
avec vou8-m6me, puisqu'apr^s avoir appel^ fonctions elliptiques les sinus, 
Cosinus et autres fonctions trigonom^triques de Tamplitude vous 6tes encore 
Obligo d'appeler fonctions de troisidme espece celles que je d^signe sous le 
m£me nom. N'est ce pas ce que veut dire le titre de Fart. 56 pag. 160? 
Pourquoi d^signez-vous comme moi la fonction de 3® espece tantöt par 
II{Uy a\ tantot par /7(w^ a+K'^ x')! Quelle liaison y a-t-il entre ces fonctions 
et la premi^re qui n'est plus suivant vous qu'un argument de fonction? Je 
vous laisse ä expliquer toutes ces clioses. Du reste je vous fait part con- 
fidentiellement de ces observations dont vous ferez tel usage que vous 
voudrez et auxquelles je ne donnerai jamais aucune publicit^. II me suffira 
de vous avoir t^moign^ ma surprise sur Tinconvenance et la bizarrerie de 
votre id^e; eile n'alt^rera en rien les sentiments d'estime et d'affection que 
j'ai conyus pour vous et dont je vous renouvelle Tassurance. 

Le Gendre. 
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Jacobi a Legendre. 

Francfort, le 19 aoüt 1829. 

Monsieur, 

Dans un voyage que j'ai entrepris en AUemagne, ^tant arriv^ prte 
des ri vages du Rhin, je ne puis rdsister au d^sir de vous voir k Paris. J'y 
partirai donc dans quelques jours pour j passer plusieurs semaines. Je ne 
saurais mieux profiter de la permission que le Gouvernement m'a voulu 
accorder pour ce semestre pour pouvoir jouir d'une r^cr6ation de mes ^tudes. 
Je brüle du d^sir de voir rhomme auquel je suis le plus redevable des 
bont^s qu'il a voulu avoir pour moi, et de lui t^moigner tous les sentiments 
que peuvent inspirer Tadmiration et la reconnaissance. 

Comme j'dcris ceci en bäte, je ne puis r^pondre que quelques mots 
aux reproches que vous m'avez faites dans votre demi^re letti'e, et pour les- 
quelles je vous rends gräce mieux encore que pour les eloges que vous 
m'avez prodigues et que j'ai si peu mdritc^s. II me fallait absolument une 
d^nomination pour les fonctions sin am, cos am, etc., dont les propri^t^s r^- 
pondent parfaitement k celles des fonctions sin, cos, dites circulaires. D'un 
autre cot^, Tapplication importante qu'on fait de la tb6orie des Fonctions 
EUiptiques au Calcul integral rendait n^cessaires les distinctions et les d^- 
nominations que vous avez introduites dans TAnalyse, et qui ont <5te accueillies 
par tous les G^om^tres. J'ai donc trouv^ convcnable d'appeler les integrales 
auxquelles vous donnez le nom de Fonctions EUiptiques de la premidre, se- 
condCy troisieme espece, Integrales EUiptiques de la premidre^ seconde, troisieme 
espece et d'ötendre ou d'attribuer de pr^f^rence la d^nomination de Fonctions 
EUiptiques aux sin am, cos am, //am, analogiquement comme on nomme 
Fonctions Circulaires les siims, cosiims, etc. Si cela vous d^plalt, toute 
autre d^nomination me sera agr^able. Dans tous les cas, je crois que nous 
deviendrons aisement d'accord sur cet objet *). 

Votre tont dc^vou^ serviteur, 

C.-(j.-J. Jacobi, 



*) La correspondance interrompue aprös cette lettre par le voyage de Jacobi en 
France et par son s^jour k Paris n'a ^t^ reprise que lannee suivante et ne s'ölöve 
plus k son niveau antärieur, les fonctions elliptiques ne formant plus, ui pour Legendre, 
ni pour Jacobi, Toccupation presqu'exclusiye. B, 
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Jacobi ä Legendre. 

EoeDigsberg, le 2jaillet 1830. 

Monsieur, 

Je V0U8 prie de vouloir bien ni'excuser de ne vous avoir pas plus 
t6t donne des nouvelles de moi, car 5'aurait dö etre pour moi un devoir 
que de vous rendre gräce des bont^s que vous m'avez eues pendant mon 
s^jour ä Paris et de vous dire que je compte le temps que vous m'avez 
permis de passer avec vous parmi les moments les plus heureux de ma vie. 
Les distractions d'un long voyage et d'autres circonstaiices ayant interrompu 
le cours de mes travaux, je n'ai su reprendre sitot le fil de mes rechercbes 
ordinaires; et j'^tais trop accoutum^ k vous parier mathematiques et k vous 
raconter quelque chose de nouveau qui pouvait m^riter votre indulgence 
pour remplir une lettre avec les seuls sentiments de ma reconnaissance. 
Mais, aprfes avoir re^u le cadeau pr^cieux que vous venez de me faire par 
l'envoi de la troisi^me Edition de votre Ouvrage sur les Nombres, je ne 
veux pousser plus loin un delai peu excusable. La partie la plus grande 
du tome II de votre Ouvrage ^tant enti^rement nouvelle, j'ai eu occasion 
d'y admirer de nouveau cette rigueur d'esprit qui fait vainere les difficult^s 
et surpasser, mßme dans un äge avanc^, les eflforts des jeunes G^om^tres 
anxquels votre vie glorieusement sacr^e aux progrfes de la science sera 
pour toujours un modele dYmulation. J'ai vu aussi avec plaisir que vous 
avez voulu profiter de ma remarque relative k la loi de R^ciprocit^. J'avais 
esp^r^ de trouver dans l'exemplaire que vous m'avez adress^ quelques lignes 
de votre main qui me parlaient de vous et de la sant^ de M™® Legendre; 
maifi je Tai feuillet^ inutilement et me voilk puni pour ma n^gligence assez 
s^y^rement. 

•Pour ne pas laisser cette lettre sans les signes de calcul, je vais vous 

feire une Observation relative ä T^quätion 4(— j-j^) = Y^±nZ'. Pour trouver 

n-l 

y, votre Ouvrage donne la r^gle de developper 2(a:— 1} ^ et de remplacer 
leB coefficients par les plus petits r^sidus qulls laissent ^tant divis^s par n. 
Cette r^gle, qui se trouve d^jä dans la seconde Edition, n'est cependant juste 
que pour des nombres premiers peu grands. Les valeurs exactes de Y et 
de Z sont donn^es dans cbaque cas par les formules connues qui expriment 
les coefficients d'une ^quation au moyen des sommes des puissances de ses 
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racmes, sommes qui, dans notre cas, sont ou ' ou «^ — 

C'est ainsi qu'on trouve, qu'^tant pos6 

• /n— li'v »—I »—3 n— 5 

la r^gle est exacte pour les trois premiers coefficients a^ , ^2 , o^ , mais qu'elle 
cesse de Petre pour les smyants d^s que n sarpasse une certaine limite, de 
Sorte que les coefficients de 7 et de Z peuvent sorpasser 4» et m6me i» et 
les puissances de ». Soit par exemple n de l'nne des qaatre formes: 

/i \ ckA , i ,t \ (n-i)(n— 105) , 

(1.) 24/t+l, on aura o« = (1.) ^^ ^s ^+», 



(2.) 24|U + 5, (2.) 

(3.) 24.«+ 13, (3.) 

(4.) 24/1 + 17, (4.) 



(n — 5)(ti-21 ) 
192 

(n + 3)(n + 35) 
192 

Cii + 7)(ti+15) 
192 



expressions qai pour de grands n sont de l'ordre tw ^^ penvent snrpasser 
n de beanconp. 

G^n^ralement on trouve que, pour de grands n, (hm et «hm^.! sont 

de Vordre ,3-j-^: — ö~\^J ' Pent-ßtre vous jugerez convenable de faire une 
addition de quelques lignes k votre Ouvrage pour limiter V^iionc^ de la 
rSgle mentioiin^e. 

J'ai lu avec plaisir le Rapport de M. Poisson sur mon Ouvrage, et 
je crois pouvoir en 6tre tr^s-content; il me paratt avoir trfes-bien pr^sent^ 
les deux transformations , qui, ^tant jointes entre elles, eonduisent ä la 
multiplication des Fonetions Elliptiques, en quoi il a et^ guid6 sensiblement 
par vos Supplements. Mais M. Poisson n'aurait pas du reproduire dans son 
Rapport une phrase peu adroite de feu M. Fourier, oü ce demier nous fidt 
des reproches, ä Abel et k moi, de ne nous pas etre oecup^s de pr^f^rence 
du mouvement de la Chaleur. II est vrai que M. Fourier avait ropinion 
que le but principal des math^matiques ^tait Tutüit^ publique et Texplication 
des ph^nom^nes naturels: mais un pbilosopbe comme lui aurait dft savoir 

*) II semble qu'une erreur sest gliss^e dang cette formale, le produit qui forme 
la seconde partie n'6tant pas 6gal au polynöme Y däveloppö suivant les puissancea 

de X dans la troisiöme partie de r^quation, mais bien ägal ä Y-{-]^±n.Z. B. 
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qne le but nnique de la ftcieuce, c'est rhonneur de resprit humain, et qae 
mub ce titre, nne question des nombreft vaat antant qn'nne qnestion dn %j* 
at&me du monde. Qaoi qii'il en soit, on doit vivement regretter qae M. Pourier 
n'ait pu achever fton Ouvrage snr les ^qnations, et de tels hommes sont trop 
rares aojoard'haif mdme eD France, ponr qu'il seit iacile de les remplac«. 
En ce qoi regarde mes propres occupations, j'ai entrepris an bon 
nombre de recRerches sur diff^rentes matieres et que je vondrais avoir finies 
ayant de i*etoümer aux Fonctlons EUiptiqnes et aox transcendantes d'an ordre 

-; — ■ = =jLsz:=-' Je crois entre- 

voir k präsent qae toates ces transcendantes joaissent des propri^t^s admirables 
et inattendnes auxqaelles on peut 6tre condait par le th^oröme d'Abel qai 
^blit ane relation entre plasieurs de ces transcendantes qai r^pondent ä 
diffi^rentes valears de x. J'al r^fl^chi aussi de temps en temps snr une m^- 
thode nouyelle de traiter les perturbations Celestes, m^thode daus laquelle 
doivent entrer les th^ories noavelles des Fonctions EUiptiqaes. 

Je voas prie, Monsienr, de me rappeler ä la memoire de M"^^ Ije- 
gemdre, qai a voala participer avec tant de bienveillance aox bont^s que 
vous m'ayez eaes; je voas prie en mdme temps de faire mes civilit^ k 
lÜ^« Sophie Germain, dont je me fölicite d'avoir fait la connaissance, et de 
me dire des noavelles de sa sant^ si yons daignez me r^pondre. 

Agr^ez, Momdeor, les assnrances de mon entier d^onement 

Votre tr&s-hnmble serviteor, 

C.-ö.-/. Jacobi. 



Legendre a JaoobL 

PAriB, U 1 octobre 1S90. 

MonsieoTy 

Diff^rents obstacles de tonte natare et principalement le manvais dtat 
de ma sant^, m'ont empöch^ jnsqn'ici de r^pondre k votre lettre da 19 jaillet 
arrivde aprös an long silence qoi commen^ait k m'inqni^ter et dont j'attribne 
la cause k de nouveaux travanx tonjours marqu^s au coin d'un grand talent 

J'ai trouv^ votre remarque trte-juste sur Terreur que j'ai commise 
dana ma th^orie des nombres en supposant que les fonctions Y ei Z dans 
rdquation 4Y= ^ ±iiZ' ont leurs ooef&cients plus petits que {n. L'inductip& 

Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 4. 35 
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ma iruiüpe et cela eBt f&oheüx pnidque la rtgle trte-dmple qoe j*avaj|i 
domi^e poar d^tefminer ces fonotioiiB cesse d'Mre exacte loraqne n =s 61^ et 
deTient de plus en plui» faütive k mesiire qae n est plra grand« Vooft 
paraissez avoir grandement approfondi cette qaeation, comme j'en paid jager 
d'apr^ les valeurs qae yous donnez dn coefflcient «49 Belon lea diff^rentes 
formes da iiombre premier m =^ 4$ +1. Je Bais parvena aveo asBez de peine 
k y^rifier Tane de oes fonnnleB, celle qai Bappose n = 24^+13 ce qoi me 
eonduisit ä la y^rificatioa des troiB aotres^ Ce genre d^analyBe est fort 
bcaa, c'eBt dommage sealement qa'il ne conduise paB k des formoleB ab- 
Bolament genc^raleB et qae leB r^soltats ne peuvent 6ta:e troavÄs comm(»d^- 
ment qae danB des cas particulierB. De mon cöt^ je toor reprocherai de 
ni'avoir induit eti errear, en me marqaant qae la fonction F est le pn>dait 
des facteors 



2(X''r)ix-r^)(x-f^)...(x-^ ^ ^J 



r etant sans donte nne racine imaginaire de T^nation r"— 1 = 0. On voit 
aii premier coap d'oeil qae ees factears ne peuvent avair liea parce qa'ih 
Beraient commans k JT et k Y, par cons^quent k Z. 

J'ai va avec plaisir dans la lettre qae voas avez ^erite k racad^mie, 
qae voas voas occapex k perfectionner la th^orie des pertarbatiooB, et qae 
voas avez Fespoir d'y employer atilement la th^orie des fonctions elllptiqiieik 
C'est an objet trös-digne de vos recherches et qai a ^ fort ndgUg^ par noa 
devanciers; j'avais ea qaelqaes id^ Ik-desfias, mais Bans rien approfondir; 
j'en ai fait mention dans mes Exercices et dans mon tndt^ des fonctions 
elliptiqneB, esp^rant qn'an joar les g^om^tres s'en oceaperaient B^easement, 
et ane pareille entreprise ne saarait 6tre mieax plac^ qa'entre vos mains. 

M. Crelle est venn k Paris, "pn^äls^ment poar 6tre t^oin de notre 
r^volution qai porte d^jk des fraits, firaits amers poar les partisans des 
goavemements absolas. Comme j'dtais fort toarment^ de mes maox ordi- 
naSres dans 6e m6me temps, j'ai ea le regret de ne pas recevoir M. CreUe 
et le f6ter aatant qae j'aarais voala. Je crois qa'il n^ait pas ^ content de 
moi; voas aariez pa, Monsieary me fatre an pareil rcqproche, car je n'ai pu, 
par la mtaie caase, voas fiiire l'accaeil qae j'aarais voalü voas faire pen- 
dant votre voyage k Paris. — Je me sais aeqnitt^ de votre commission 
äaprte de ma femme et de M^^ Germam; elles voas remercient de votre 
^b<m sonvenir, et voos soahaitent tonte esp^ce de bonhenr. — M^ Germäm 
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^tait malade qnand voua Tavez vae, aon ^tat a malhearensement fort em- 
pM depaiB. 

Adieu, Monsiear, ne me laidsez pas trop longtemps saus me donner 
de VO0 noavelled; je deyieiift chaqne jonr moins en ^tat de trayailler, maia 
j'appreuda toiyourB avec graad plaisir les succ^s nouveaux qae vous deves 
obtenir dans la earriire des sciencea. 

Votre trÄs-d^vou6. 

Le Gendre, 



Jaoobl k Legendre. 

Koenigsberg, ca 27 mu 1632. 

Monaieor, 

Je ne sais comment excuser le long intervalle de temps qoi a'est 
^ul^ sanB quo je vous aie donn^ quelque t^moignage de mon d^voaement 
et sanft qne je vous aie rendu compte de mes travaux, comme j'avaia oou- 
tnme d'aprda votre permission bienveUlante dans le premier temps oü je 
m'oecupais des Fonctions Elliptiques. J'aurais bieu voulu ponvoir vona 
avertir de rachövement de quelque ouvrage plus 6tendu, mais pendant tout 
ee temps-ci je n'ai pu regagner ni le goüt ni i'^nergie de jadis. Ce n'auraient 
^ que des ouvrages commenc^^ on m^me seulement projetös dont j'aurais 
dft faire mention k vous, qui ne cessez de publier des ou\Tages ^galement 
distiiigu^s par leur 6tendue et par leur riebe teneur, et cela presque dans 
I'ftge oil se trouvait Oughtred lorsque WaUis lui d^dia son AriümeHca In- 
fimitarum. J*ai lu le troisi^me Supplement qui finit le troisi^me volume de 
votre grand Ouvrage sur les Fonctions Elliptiques k Potsdam oü je me suis 
rendu pour voir mon p6re malade, qui mourut huit jours apr^s mon arriv^e, 
k I'ftge pas m6me aceompli de cinquaote-neuf ans. Je lui devais la re- 
eonnaiwance la plus haute. Ce furent ses assistances liberales qui m'ont 
mis en ^tat de me vouer enti^rement aux sciences, et V^tendue de mes 
obligations envers lui me rendit ce triste ^v^nement plus amer encore. Dans 
ce temps d'une douleur profonde, Monsieur, c'^it V^de de votre Ouvrage, 
qui m'a ^t^ communiqu^ par M. Grelle, qui fit mon soulagement et en quel- 
que Sorte ma consolation. Dans une annonce que j'en ai faitc ä la fiu du 
kuitiöme volume de M. CreUe, j'ai cberch^ k relever les m^rites imp6nssable8 
du: G^omötre qui, outre les d^couvertes nombreuses et importantes dont il 

35* 
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a enrichi la science, eat parvenu k fonder denx disciplineB grandes et ^ten- 
dnes par les travaux glorienx de sa vie, lesqnelles formeront d^sormaiB Ya 
et Vw de tonte ^de math^matique. J'ai profit^ en mörne temps de cette 
occa&ion ponr parier A'Abel et de son grand th^röme, qne von» avez eucore 
le m^rite d'avoir approfondi le premier, et d'avoir montr^ k la post^t^ qne 
8on d^veloppemeut est la grande t&che qid Im reste ä remplir. 

Les limited d'one lettre ne permettent pas de vons parier de mes 
travanx 8ur les Peilurbations Celestes. En attendant j'ai ^pronv^ moi-in€me 
des pertnrbations pas moins Celestes et qni ont fini par mi manage lieureux. 
L'int^r£t que vous avez bien vonlu me t^moigner me fait croire qne vons 
prendrez qnelqne part ä ce qni fait le bonhenr et le charme de ma vie. 
Depnis les hnit mois de mon mariage j'ai repris mes occnpations ordinaires 
avec nn z^Ie redonbl^, et j'esp^re qne les ann^es snivantes me d^omma- 
geront en qnelqne sorte dn pen de frnit qne m'ont port^ les trois pr^Mentes. 
Je ne venx vons dire qne denx mots d'nn nonvean r^snltat obtenn par mes 
recherches snr les Nombres, k la pnblication desqnelles je n'ai encore pn 
parvenir: c'est la risohttion trigonomitrique du probläme de PeU. En effet, 

j'exprime gen^ralement par coß et sin denx nombres eutiers x et 

y tels qne x^—ay^ = L J'ai tronv^ m. ..i*. nne g^n^ralisation dn problöme 
de PeU qni me para!t 6tre tris-remarquable et qni $e rapporte an eas oü 
a est le prodnit de denx on de plusienrs factenrs. En effet snpposons qne 
a soit le prodnit des denx factenrs 6 et c^ on pent d'nne infinit^ de ma- 
ni^es tronver qnatre nombres entiers u, v, w, x tels, qne le prodnit des 
qnatre factenrs 

(U'\-v\b'\'U>'^C'\' x^be){u+vyb'-tc'jfc'-xybc) 

soit ^gal k lunit^. On donne ais^ment k ce prodnit les trois formest y^— &s^ 
ll'^^ci\ y"^—ai"U donc a ^tant = bc, on pent faire d^pendre les six nombres 
y, a, y\ a', y", *", lesqnels donnent y'~fca'==l, y'-ca''=l, y"'-i»"- = l, 
des qnatre nombres plns simples n, Vy w^ x. Vons voyez ais^ment eomment 
cela doit 6tre ^tendn an cas oü a est le prodnit d'nn nombre qnelconqne 
de factenrs. Dans tons les cas, je donne les nombres u, v, w^ x, . . . i^ 
des formiiles g^n^rales et trigonom^triqnes. Si vons le jngez convenable, 
et s'il ne vous fait pas de peine en aneune sorte, vons ponrriez commnniqner 
k TAcailemie des Sciences la Notice que je viens de vons donner snr cette 
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nonvelle mani^re de r^sondre le fameiix probl^me de Pell. Je remarqne 
en outre qn'il doit exister des algorithmes, analogneB aux fractions contiDues, 
qm pourront Bervir ä troaver les nombreA u, v, w^ x et lenre analoges 
daiiB le cas d'un pluB grand nombre de faeteurs de a^ et je crois qne la 
recherche de ces algorithmeB »era une chose de qnelque iinportance pour 
la Bcience den Nombres. 

LeB FonctiouB Elliptiques et la science deB Nombres ne devraient pa» 
manquer k l'ayenir dans leB le^ons donn^es aux ^l^ve» de TEcole Polj- 
techniqne, Bi Ton vent qae ceB le^oiiB Boient conformes anx progr^B dn temps. 
Quant k moi« je donne des le^ouB r^gnli^res Bur ceB belles th^orie» et je 
voi» avec plai^r leB ^livea de notre Universit^ s'emparer avec5 empresBement 
de ceB mati^reB. Voub verrez pIuBienrs fruitB de leurs travaux dans leB 
TolnmeB BuivantB du Journal de M, CreUe. Ce Bont encore, MonBieur, les 
fruitB de vob travaux que ces branches de la Bcienee« jadiB peu coniiueB, 
Yont devenir la poBBession eommune dt^ G^om^tres. 

De mon retour ä KoenigBberg, j'y trouvaiB votre bei Ouvrage dont 
YOtre bont^ a bieu voulu me gratifier, et je m'empreBBe de voub dire mes 
remerctment« de ce que votre g^iierosit^ Va voulu empörter Bur ma n^gli- 
gence. Ajoutez, MouBieur, k cette g^u^rositd quelques lignes de votre main, 
qui m'ont toujourB ^t^ b! pr^cieuBe» et qni pouiTont me donner TaBBurance 
de ce que voub n'öteB pas ffteh^ de moi. 

Je VOUB prie, Monsieur, de recommander Marie Jacobi aux bonneg 
grflces de M™® Legendre, et de vouloir bien agr^er les assurances de mon 
d^vouement le plus parfait 

Votre serviteur tr^B-bumble 

C.-G.-J. Jacobi. 



Legendre ä Jacobi. 

(SaoB date, Umbre Paris, 30juiD 1832.) 

MonBieur, 

Je n'ai jamais interpr^t^ k votre d^savantage la longue lacune quj 
s'eBt trouv^e dans votre correspondance, j'ai suppos^ que vous ^tiez occup^ 
dhin grand travail qui absorbait tout votre temps ou que des affaires essen- 
tielles VOUB empScliaient de penser k autre chose. Lob deux suppositions 
panuBsent avoir eu lieu BuccesBivement; c'est en effet une grande ^poque 
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daoft la vie quo celle oä Ton a le malheor de perdre son ptee, o*en Mt 
nne autre non moinB importante mais plus agreable. que celle oü roB m 
d^ide k entrer en m^nagew £t pour ne parier que de oette derni^ je 
yoiiB f^licite bien sinc^rement d'ayoir renoontr^ one jeane ^uae que. d'iq^rta 
une exp^rience dijä hnjfue, yous jugez deveir faire pour toiyoura votre 
bonhcur. 

Voüs ^tiez dans Tftge conyenable poor* yous marier; un hoinme 
destio^ k passer beaucoup de temps dans les trayaux du cabinet, a besoin 
d'une compagne qui s'occupe de tout le detail du manage et qui affhuiehisae 
8on man de tous ce« petits soins minutieux dost un bomme n'est guj^re 
eapable. Je me suia mari^ beaucoup plus tard que youa et k la auite d'une 
i^yolution sanglante qui ayait d^truit ma petite fortuue; uou» ayous eu de 
grands embarras et des moments bien dif&ciles k passer, mais ma femme 
m'^a aid^ puissamment k restaurer progressiyement mes afiairea et k nie 
donner cette tranqnillit^ d'eaprit n^cessaire pour me liyrer k mes travaux 
aocoutum^s et pour composer de nouveaux ouyrages qui out ajout^ de plus 
en plus k ma r^putation , de maniöre k me procurer bientOt une existenoe 
honorable et une petite fortune dont les d^bris, aprös de nouyellea revolu- 
tions qui m'ont cau86 de grandes pertes, suffisent encore pour pouryoir aux 
besoins de ma yicillesse, et suffiront pour pouryoir k ceux de ma fbmme 
bien aim^e qnand je ny serai plus. Mais c'est trop parier de moL Je 
reviens k yous et k yotre lettre. 

Je n'ai pas trony^ Toccasion de parier k l'academie de tos trayaux 
sur Tanalyse ind^tenuin^. peut-6tre n'en parlerai-je pas, dans la crainte 
de n'Ötre pas snffisamment entendu. J'obtiendrais plus de fayettr si j*ayais 
k parier k l'academie des trayaux dont yous yous occupez sur la th^rie 
des perturbations. C*est un objct d'un grand int^r^t auquel j'ai pensö plu- 
sieurs fois et sur lequel j'ai donn^ par ci par Ik, quelques idöes; je me suis 
toujours pcrsuad^ que si je nf en ^tais occup^ s^rieusement et d'une maniöre 
suiyie^ j anrais trouy^ quelque chose de plus que mes honorables oonfr^res 
la Orange et la Place. Si on excepte en effet les beaux r^ultats qu'ils out 
trouy^s pour les diflerentielles des ölöments elliptiques exprimees par la fonction 
des perturbations. je ne yois pas qulls aient ayancö la science au delk de 
ce qu'^lle ^tait du temps d' Euler ^ Clairatä et (tAlemberl. Je yerrais donc 
ayec beaucoup de plaisir^ mon eher disciple (car yous me permettrez de 
yous donner ce nom k raisou de mon anciennet^, sauf k yous k uaer du 
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möme droit un jour envere qiii il appartiendra) que vous ouvrisgiez dans 
cette throne une nouveUe parle qui uous conduistt ä des r^nltats plus 
precM et pln& exacts qae tont ce qui a (A€ fait jniMiu'icL J'aarais un double 
piaisir u ce8 nouveam. r^altats 6taient obtenues par le secourB de nos 
foncßons eUiptiqnea qoi vons appartienneut antant qu'k moi, qaoique von» 
ne vouUez pas exprimer la m£me chose par le mSme uom. 

Je ne püis voir ma page finir dans vous remercler de la peine qae 
vooB avez prifie de donner dand le Journal de M. CreUe an extniit de mon 
3^ auppl^ment Je n'ai pas le bonheur d'entendre la laugae dont vous voas 
6te8 servi, mal» je saus que voas avez dit beaueoup de bien de mon nour 
veaa travail qai »era sans doate le demier. Car je vais bientöt entrer dans 
ma 81® ann^e et k eet äge il faut s'appliquer forc^ment Tadage 9aloe se^ 
nectutem. £n attendant je voas envoie an petit opuscule de g^om^trie ^1^- 
oientaire qui est le r^ltat d'une longae suite de r^ezions faites et re- 
aourel^es k de grands intervalles de temps. Peut-6tre ce petil opuscale 
trouvera-t-il plus de lecteurs que mes ineilleurs ouvrages, mais s'ü a votre 
approbation« cela me sufdt. 

Agr^ez, Monsieur, l'eqiLpression des sentiments d'estime et d'atiache^ 
ment bieu sinc^re que je vous ai rouös pour loujours. Ma femme vous faii 
mille compliments ainsi qu'ä votre aimable ^pouse Elle d^ire ainsi que 
moi que vous nous Tameniez quelque jour. 

Votre dövou^ serviteur 

Le Genäre. 
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Miscellen aus dem Gebiete der Minimalfl&chen. 

(Von Herrn ff. A. Schwarz in Zflrioh). 

:ÜDler Benutzung eiaifl:er 70q dem flerro Verfasser gewiinschuo ▲eodaniiiKeD aas d«ni XIX. Jahr- 
gange der Vierteljahrsichrift der Natarforschenden Gesellschaft in Zoricb abgedmoktl 



Die Variationsrechnnng zeigt dass dasjenige Flächenstttck, welches 
unter allen von derselben Randlinie begrenzten Flächenstttcken mVgliohgt 
kleinen Flflcheninbalt hat, in jedem seiner Punkte gleich grosse und ent- 
gegengesetzt gerichtete HanptkriLmmungsradien besitzen muss. Da nun 
auch umgekehrt allen Flächen, deren mittlere Krümmung in jedem ihrer 
Punkte gleich Null ist, die Eigenschaft zukommt, dass sich Stücke der- 
selben abgrenzen lassen, welche unter allen je von denselben Randlinien 
begrenzten Flächenstttcken den kleinsten Flächeninhalt besitzen, so werden 
die in Rede stehenden Flächen überhaupt Flächen kleinsten Flächeninhalts 
oder kurz MitUmalflächeH genannt Die Titel einer grossen Anzahl von Ab- 
handlungen, welche sich auf diese Flächen beziehen, findet man, zumeist 
mit einer mehr oder weniger ausführlichen Inhaltsangabe in den Einleitungen 
der beiden Schriften: 

„lieber die Fläche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Begrenzung." 
Eine Abhandlung von Bernhard Riemann. Bearbeitet von K. Hattetuhrf. 
13. Bd. der Abhandl. der Kgl. Gresellschaft der Wissenschafl;en zu 
Göttingen. 1867; 

„SuUe proprietä generali delle superficie d'area minima." Mem. del 
prof. E. Beltrami. Memorie deir Accademia delle Scienze delF Istituto 
di Bologna. Serie 2, Tomo VII, 1868; 
und iu den beiden Werken; 

Todhunter, History of the Progress, of the Calculus of Variations, Cam- 
bridge and London, 1861; 

J. Plateau^ Statique experimentale et th^orique des Liquides, 2 vol. Gand 
et Leipzig, 1873 
angeftihrt, auf welche hier verwiesen wird. 

Der Umstand, dass die Bedingung für das Eintreten des stabilen 
Gleichgewichtszustandes einer flüssigen Lamelle, auf welche äussere Kräfte 
nur längs des Randes einwirken, übereinstimmt mit der Bedingung, daw 
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diese Lamelle innerhalb der Begrenzung, an welcher sie adhärirt, ein Minimnm 
von Oberfläche besitze, ist yon Herrn Plateau mit glllcklichstem Erfolge 
daza benutzt worden, um StUcke von Minimalflächen , deren Begrenzung 
in mannigfaltiger Weise vorgeschrieben werden kann, auf physikalischem 
Wege zur Anschauung zu bringen. Die grosse Vergänglichkeit der aus 
gew5hnli<3hem Seifenwasser gebildeten Lamellen legte den Wunsch nahe, 
zu dem angegebenen Zwecke eine Fltlssigkeit benutzen zu können, deren 
Lamellen längere Zeit andauern. Dieser Forderung entspricht in hohem 
Grade eine Flüssigkeit, welche Herr Plateau bereiten gelehrt hat und welche 
unter dem Namen des Plateawknüitn Glycerinseifenwassers bekannt ist; 
mittelst desselben gelingt es auf die einfachste Weise, Stücke von Minimal- 
flachen durch flüssige Lamellen zur Anschauung zu bringen, welche unter 
günstigen L^mständen stundenlang andauern« Besonderen Anspruch auf Dank 
hat Herr Plateau sich neuerdings auch dadurch erworben, dass derselbe seine 
zahlreichen Untersuchungen Über den Gleichgewichtszustand der Flüssig* 
keiten, die FiHchte jahrelanger vom schönsten Erfolge gekrönter Forschungen, 
in Verbindung mit einer eingehenden Würdigung der einschlägigen Arbeiten 
anderer Physiker und Mathematiker, gesammelt in zwei Bänden unter dem 
oben angeführten Titel, allen denen leicht zugänglich gemacht hat^ welche 
nicht die Gelegenheit haben, diese inhaltreichen Abhandlungen aus den 
Schriften der belgischen Akademie, in welchen sie zuerst veröiTentlieht 
worden suid, kennen zu lernen. 

Die 3Iittheilnng der vorliegenden Miscellen geht aus dem Wunsc^he 
hervor, zur Verbreitung dc:^ Interesses fllr die in so mannigfacher Beziehung 
merkwürdigen Minimalfläclien etwas beizutragen. Herr W. Fiedler erwies 
dem Verfasser die Ehre, der jüngst erschienenen zweiten Auflage der 
deutschen Ausgabe der Salmon%ciien Baumgeometrie einen Auszug aus dem 
Folgenden als Anhang beizugeben. 

L 

Einen wichtijfcn Schritt zur Erforschung geometrischer Eigenschaften 
der Minimalflächen that Herr Ossian Bonnet (siehe dessen Abhandlung: 
Li&uvUle^ Journal, 2. S^rie, Tome V., p. 221 252, 1860), indem derselbe 
die bekannte durch parallele Noimalen veimittelte Beziehung der Punkte 
einer krummen Fläche zu den Punkten einer Kugelfläche vom Radius 1 
der Untersuchung der Minimalflächen zu Grunde legte. Es ergab sich 
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hierbei (1. o. ]>a;r. 227, Foimel 53) das folgenreiche Resultat, da^i» da» Quadrat 
des Linieneleiuejites eiuer Minimalflilche an jeder Stelle dem Quadrate de» 
entsprechenden Linienelementes der Kngelfläche proportic»nal ist. Herr 
Oisiam Bonnct zog hieraus den Srhlnss, dass die den Meridianen und Par- 
allelkreisen der Kugelfläche entsprechenden Linien einer Mininialiläclir sich 
nicht nur stets rechtwinklig sehneiden, wie bereits Herr Mhding im Jahre 
1849 gefunden hatte (dieses Journal, Bd. 44, pag. 70), sondern dass die- 
selben« was noch mehr besagt, ein System sogenannter isometriM-her Linien 
bilden« d. h. solcher Linien, welche die Flüche in unendli(*h kleine Quadrate 
zu iheilen vermögen, — und dass Uberhaujit jedem Systeme von isoioerri- 
scheu Linien auf der Kugelfläche ein System isometrischer Linien auf der 
Minimalfläche entspricht. Nun ist aber mit jedem Curvensystem auf einer 
Fläche, welches dieselbe in unendlich kleine Qnadrate zu theilen vcnna«^ (vergl. 
LiouoWe^ Journal, Tome XIL, pag. 294, 1847), eine conforme Abbildung 
dieser Fläche auf eine Ebene verbunden, bei welcher jeder von den beiden 
das Curvensvjstcm bildenden Schaaren von CuiTcn auf der Fläche eine 
Schaar paralleler Geraden in der Ebene entspricht. Mit liUcksicht auf die 
Gaussi&che Auflösung der Aufgabe: die Theile einer gegebenen Fläche auf 
einer anderen gegebenen Fläche conförm, d. h. in den kleinsten Theilen 
ähnlich abzubilden, enthält daher die von Herrn Ossian Bannet gegebene 
Funoel nicht allein den Satz, dass bei der durch parallele Normalen ver- 
mittelten Zuordnung der Punkte eiuer Minimalfläche und einer Kugelfläehe 
entsprechende Linicnelemente an jeder Stelle einander proportional sind, 
sondern auch den Satz, dass durch die envähnte Zuordnung jede der beiden 
Flächen auf die andere conform abgebildet wird. Denn nach dem Ergeb- 
nisse der r/oftffischen Untersuchung sind diese beiden Sätze vollkommen äqui- 
valent und jeder derselben ist eine unmittelbare Folge des Satzes, welcher in 
der er^'ähnten Ossian ßonne/schen Formel seinen analytischen Ausdraek findet 
Man kann den angeführten und einige andere allgemeine Sätze, 
weli-he Minimalflächen betreffen, auf einfache Weise ableiten, indem man die 
unabhängigen Variablen p, q, als deren Functionen die rechtwinkligen Ooor- 
dinaten x, y, z eines Punktes der Minimalfläche betrachtet werden, so wählt, 
dass die f.'urven p = const. mit der einen, die Curven q = const mit der an- 
deren Schaar der Kriimmungslinien der Fläche zusammenfallen. Bezeichnen 
X, Y, Z dii; Cosinus der Winkel, welche diejenige Richtung der Normale 
der Minimalflächc in dem Punkte a?, y, * mit den Coordmateiuixen bildet, 



Setzt man hierauf 
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welche mit der Riehtan^ des der Krtlmnmngslinie p = eon&t angehörenden 
HaiiptkrüTinninio*»radius (> der Fläche in diesem Funkte zusammenfiillt, »o 
erhält man in Folge des ParallelismuH des Elementes einer Krümmungslinie 
und scin(*s «iihürisehen Bildes und des bekannten Verhältnisses der Lilngen 
beider (vergl. einen Aufsatz von Rodrigucs, ( )orresi)ondance sur FEcole po- 
lytechniqUiN vol. IIL, pag. 162, 1815, und einen Aufsatz des Herrn Wein- 
garten, dieses .iMurnal. Bd. 62, pag. 160—105, 1862) 

d^ - ^{^^dp-^^dii)^ 

/dx\\ /örv, /özv E. 

dp öq dp öq dp dq '" ^ 

(f )'+(f )'+(f )■ = «. 

SO ist wegen der Orthogonalität der Curven p = const und q ^ const F= 0, 
und man erhält, wenn /// das Linienelemcnt der Minimalfläche, dL das ent- 
sx)reehende Linienelement der Kugelfläche jr^+y^+Z^ = l bezeichnet, 

dV = [dxY^- (dyf+id^)' = (f',Edp'+ Gdq') = if'{{dXf+idYf+ {dZf) = ^'dL\ 

Diese Gleichung sagt aus, dass bei der durch parallele Normalen ver- 
mittelten Beziehung der Punkte einer Minimalflächc zu den Punkten einer 
Kugelfläche vom lladius 1 die ei'Stere auf die letztere conform abgebildet 
wird und dass hierbei die lineare Vergrösserung an jeder einzelnen Stelle 
dem reciproken Werthe des Hauptkrilmmungsradius gleich ist Weil die Aus- 
drücke tlir dx^ dg, dz vollständige Differentiale sein müssen, so müssen dieselben 
der bekannten Integrabilitätsbedhigung genügen. Stellt man diese Bedingung 
für die drei Ausdrücke auf, so erhält man mit leichter Mühe die Gleichungen 

Hieraus folgt, dass qE eine Function von p allein, pC eine Function von 
q allein ist. Führt man daher mittelst der Gleichungen 

dpi = y^E.dp, dqi = ^(fG.dq 

36* 



284 Schwan, MiMcellen aux dem Gebiele der Minimalflächett. 

zwei neue Variable eiu und wählt die^e zu unabhäugigen Variablen, be- 
zeiclmot dieselben aueli der Einfaeliheit halber wieder mit p, q, so hut man 
zu setzen 

dp'+dq' 



E^G^ * , dP - p ,dp^ dq), dV - -^ 



Hieraus ergiebt fei<:.h der von Herrn üsstan Bonnet zuerst au.sg'es]»ro(!hene 
Satz (Coniptes renduj^ 1853. Tome 37, i)ag. 532), das« eine SliniuialÜät'be 
durch ilae beiden Sehaaren von Krllniniungslinien in unendlich kleine Qua- 
drate gethi'ilr werden kann, oder mit anderen Worten: Jede Minimalfläclie 
kann in der Art auf eini^ Flbene conionn abgebildet werden, dass den beiden 
Sehaaren KrUmnuingHlinien zwei Sehaaren von parallelen (ieraden (f^=const., 
5 = eonst.) entsprechen, und zwar ist das Vergiösserungji^verhältnitss bei 
dieser Abbildung der Quadratwurzel aus der Länge des HauptkriiinmungH- 
radiu8 in dem betrachteten) Punkte der MinimalÜäche umgekehit proportional. 
Bei dieser Abbildung entspricht zugleich jeder Asymptotenlhn'e der J^Iiniinal- 
fläche, welche die Schaar der KrUnnnungslinien unter 45" schneidet, und 
überhaupt jeder isogonalen Trajectorie der Krlimmungslinien eine gerade 
Linie. Man kann den obigen Satz auch aussprechen wie folgt: Der Ab- 
stand zweier unendlich benachbarien KrUnnnungslinien einer Minima IHäche 
ist Überall der Quadratwurzel aus dem HauptkrUmmungsradius der Minimalr 
fläche direct proportional. 

IL 

Fuhrt man nun mit Herrn Weierstrass (Moiiatsberichte der Berliner 
Akademie, 1866, pag. 618) die comple\en Grössen 

1-z "^^^ T-z ~*' 

ak neue Variable ein, von weichen die eiöte durch einen Punkt der XY- 
Ebene geometriscii repi'äöentiit wird, welcher bei der »tereographischen Pro- 
jection der Kugelflftche vom Punkte X~0, y"=:0, Z—l aus auf die 
Aequatorebene Z = ü dem Punkte X, Y, Z der Kugel entspricht, so er- 
hält man 

{dx?+(dYf+idzfr^-ß^''% =-^?'±^?:. 

Da nun da.dsi das Quadrat des Linienelementes in der Ebene bedeutet, 
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deren Punkte die complexe Grösse s geometrisch darstellen, und da dieses 
Linienelement dem Linienelemente in der Ebene der complexen Grösse 
P^gi proportional ist, wie die vorstehende Gleichung lehrt, so ist jede der 
beiden Ebenen eine conforme Abbildung der anderen, also ist die comp! exe 
Grösse s entweder eine Function des complexen Argumentes a = p\'(ji, 
oder des complexen Argumentes a^=p — qi. Man kann also, indem man 
nOthigentalls q mit —q vertauscht, allgemein 

setzen, wo f und ^ zwei conjugirte analytische Functionen bezeichnen. 
Drückt man alle übrigen Grössen durch die Grössen s, *,, a, a^ aus, so 
erhält man 

(Vergl. die Abhandlung des Hemi Euneper, Zeitschrift fiir Muthcniatik 1864, 
Band IX., pag. 107.) Betrachtet man nun « nnd s, als unabhängige Variable, 
während ^{t) eine Function von s bezeichnet, welche durch die Gleichung 

i(-£^y -' SC) 

bestimmt ist, so ergiebt sich, wenn der vorgesetzte Buchstabe 9t beJeiitet 
dass der reelle Theil der nachfolgenden complexen Grösse genommen 
werden soll (vergl. Monatsberichte 1806, pag. 619), 

y = 8i/'.(l+*')g(*)rf., 

i = 9e/''2»8f(«)rf», 

f = i(l+»»,)'}'0(*).5J«ö, wo 5,(»,) die zu g(») conjugirte complexe Grösse 
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bczeiclmet. Zu jeder Function %{s) des complexen Argumentes s gehört 
in Folge dieser Formeln eine Minimulflürlic und zwar ist diese Fläclie, wie 
Herr Weiersfrass nachgewiesen hat (j«. a. O. pag. 02 1), stets dann und nur 
dann eine algebraische FlKche, wenn die Function ^{s) die dritte Ableitung 
einer algebraischen Function von s ist. 

Weil die Gleichungen fllr dx, dy^ dz in Bezug auf die Function 
5(«) linear sind, so erhält man, wenn man nach der Reihe für 8f(#) setzt 
9^i(*)? 7*^2 (*}i Vi{^) + ^P'i\^)i folgenden allgemeinen Satz: Ordnet man die 
Punkte zweier Alinimalflächon f\ und F, in der Weise einander zu, dass 
die Normalen beider Klnchen hi entsprechenden Punkten einander parallel 
sind, und constrairt zu jeden) Paare entsprechender Punkte von F^ und Fj 
einen dritten Punkt, dessen Coordinateu bezüglich die Summen der gleich- 
immigen Coordinateu der beiden entsprechenden Punkte sind, so besclu*eibt 
auch dieser dritte Punkt eine MiniraalÜäche und die Tangentialebenen in 
entsprechenden Punkten der drei Minimalfiiichen sind einander parallel. 
Dioc^ei Sjitz wurde im Jahre 1865 v«>n Herrn Weievstrass den damaligen 
Mitgiiedorn deü? an der Berliner Um'vcrsität bestehenden mathematischen 
Seminars mitgetheilt. Dass bei der angegebenen Coilstruction jede der drei 
Mmimalflächen auf die beiden anderen conform abgebildet wird, ergiebt sich 
sowohl aus der Proportionalität entsprecheudcj- Linienelemente der drei 
Flächen, als auch daraus, dass jede derselben durch parallele Normalen auf 
die Kugelfläche confoi-m abgebildet wird. 

m. 

F.rsetzt man die Function ^{s) durch e'^^is)^ wo a eine reelle Grösse 
ißt, und dem entsprecheml %i{s^) durch e"''(5,(y,), so erhält mau, da das 
Linienelement der Minimalflä(;he hierbei nicht geändert wird, eine Biegungs- 
fläche der vorigen Fläche, welche wieder eine Miuinialfläche ist Hierbei 
entsprechen die Knimmungsiinien der Biegungsfläche einer Schaar von 
C.iii'ven, welche die KrUmmungslinien der ursprllnglichen Fläche unter dem 
Winkel \a. schneiden, denn es geht da in e^'"da über. Die reelle Grösse 
a kann als ein variabler Parameter aufgefasst werden : Es ist also möglich, 
Theile einer Minimalfläche auf stetige Weise mit einem variablen Parameter 
so zu biegen, dass dieselben während der Biegiuig beständig Minimalfläehen 
bleiben. Jedt* Schaar von Curven, welche die KrUmmungslinien der ur- 
sprünglichen Fläche unter demselben eonstanten Winkel schneiden, wird bei 
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dieser Biegung einmal zu einer Schaar von Kiitmmungslinien. Auch gilt 
der Satz, das» die bei der liultiplication von ^{s) mit 6'" entstehenden Bie- 
gungen einer TVlinimalfläche die einzigen Biegungea derselben sind, bei 
welchen sie die Eigenschaft, ■Vlininialfläche zu sein, beibehält. 

Denkt man sich während der Biegung, indem man a als variabel 
betrachtet, einen Funkt des gebogenen Fläclienfheiles festgehalten, was durch 
passende Vertilgung über <lic du)(.*li die Integration eingeführten Constanten 
erreicht wird, so gelit die Biegung den obigen Formeln zufolge in der Art 
vor sieh, dass die Tangentialebenen in allen entsprechenden Punkten par- 
allel sind und dass die Tangenten Je zweier entsprechenden Linienelemente 
mit einander den Winkel a einschliessen. Jeder Punkt des Minimalflächen- 
stOckes beschreibt während der Biegung eine l^^iUipse, deren Mittelpunkt der 
festgehaltene Punkt ist. 

Einen speciellen Fall dieser Biegung, welcher dem Werthe a ^ f Jtt 
entspricht, kennt man durch eine kurze Notiz des Herni Ossian Bonnet seit 
dem Jahre 1853 (Comj)tes rendus T. 37, pag. 532). Bezeichnen y, \)^ j die 
Coordinaten des dem Piinkte x^ tj^ z> luiter der Voraussetzung « = —^71 
narh der Biegung entsprechenden Punktes, so erhält man einerseits die Glei- 
chungen 

andererseits ergeben sich aus den Gleichungen 

di'^-df\^di' - dx'vdy' + di\ ''[ 

d^dxi-d'ifdyndidi -- 0, 

X^-f Ydr)-\-Zdi = 

bei richtiger Bestimmung des Vorzeichens folgende Ausdrücke 

dic = Zdy— YdZf dr) ~- Xdz — Z dx, rfj = Ydx — Xdy. 
Hierbei erhält man beiläufig den Satz, dass die auf der rechten Seite der 
vorstehenden Gleichungen stehenden Ausdrücke vollständige Differentiale 
sind, was einer bekannten Form der partiellen Differentialgleichung der 
MinimaWächen entspricht. {Lagrange, Oeuvres T. T., pag. 356.) 

lieber den allgemeineren Fall der Biegung einer Minimalfläche unter 
der Bedingung, dass sie die Figenschaft behält, Minimalfläche zu sein, ver- 
gleiche man Ossian Bonnet ^ Journal de TEcole polytechnique, cab. 42, (1860) 
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1867 pag. 7—15 und die Monographie: „Ueber Banmcnrveii nnd Flächen" 
von K. Peterson^ Leipzig bei Franz Wagner, 1868, pag. 66 nnd 72. 

IV. 
Bezeichnet man die drei Grössen 

x+v =/'(i-*')8f(*)A, 

beziehlieh mit (7, K, FT*) und führt «tatt s irgend eine Function t von 9 
als nene nnabhängige Variable ein, »0 erhält man folgenden Satz: Sind 
l/, r, W im Sinne der neneren Functioncntheorie drei Fnnotionen derselben 
coniplexen Grösse t^ welche die Kigenschaft besitzen, dass die Summe der 
Quadrate ihrer Ableitnngen 

identisch gleich Null ist, so stellen die Gleichungen 

wenn X, y^ ^ rechtwinklige I'nnktcoordinaten bezeichnen und der Buchstabe 
fR die oben erklärte Bedeutung hat, in allgemeinster Weise eine Minimal- 
flache dar. Diese Gleichungen stehen übrigens mit den von Monge (Appli- 
cation de l'Analyse h la G^omötrie, Edition de M. Liautille pag. 219 et 220) 
gegebenen auf derselben Stufe. 

Werden die drei complexen Grössen U^ F, W in drei Ebenen durch 
Punkte geometrisch dargestellt, so ergeben sich drei conforme Abbildungen 
der betrachteten Minimallläche auf diese drei Ebenen. Da nun den Cnrven, 
in welchen die Minimalfläche von der Ebencnschaar i = const. geschnitten 
wird, in der Ebene der complexen Grösse IV eine Schaar von parallelen 
Geraden entspricht, welc/hc die reelle Axc dieser Ebene rechtwinklig schneiden, 
so bilden die Ourven 5 - const. (Niveaucurven) nebst ihren orthogonalen 

*) Die Bezeichniioj^ inv gcändpi*t worden, am die Bacbstaben u, t, w, weldbe 
früher an dieser Stelle standen, zur Hezoichnung nnabbängig yeräDderUcber OriHwen 
verwenden zu können. 
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Trajectorien, den Curven des stärksten Falles, ein isometrisches Curven- 
system auf der Fläche. Dieser Satz gilt unverändert ftir alle Curven, in 
welchen eine Minimalfläche von irgend einer Schaar von parallelen Ebenen 
geschnitten wird, und deren orthogonale Trajectorien. 

Bezeichnet man die zu den Grössen l/, F, W conjugirten complexen 
Grössen mit üi, F|, PF,, so ergiebt sich 

dP==dx'+dy^+dz'^^{dU.dU,+dV.dV,+dW.dW,). 

Man verdankt Riemann eine interessante geometrische Interpretation 
dieses Satzes (S. Art. 7 der oben erwähnten Abhandlung). Nach der obigen 
Formel ist zunächst das Quadrat des Linienelementes der Minimalfläche 
gleich der halben Summe der Quadrate der entsprechenden Linienelemente 
in den Ebenen der complexen Grössen U, V, W. Da nun die Linearver- 
grösserung bei der conformen Abbildung in irgend einem Punkte nach 
allen Richtungen dieselbe ist, so ist die Flächenvergrösserung gleich dem 
Quadrate der Linearvergrössenin^. Also ist das Flächenelement der Mi- 
nimalfläche gleich der halben Summe der entsprechenden Flächenelemente 
in den Ebenen der complexen Grössen ü, V, W, und dasselbe gilt von ganzen 
Flächentheilen der Minimalfläche und deren conformen Abbildungen auf den 
Ebenen der Grössen U, V, W. Werden nun die Flächenelemente in diesen 
Ebenen beziehungsweise durch dx.di^^ dy.dx)^ dz.di bezeichnet (wobei zu be- 
merken ist, dass diese Producte in Folge der soeben getrofifenen Festsetzung 
nicht mehr dieselbe Bedeutung haben, wie vorher), so wird durch den an- 
gegebenen Satz die Berechnung des Flächeninhalts eines gegebenen Stückes 
M einer Minimalfläche auf die Berechnung des Integrales 

^ffidx.di^+dy.d^-^dz.di) 

zurückgeführt. (Man vergl. die Formel 5 des Art. 6 der citirten Abhandlung.) 
Dieses Doppelintegral geht aber, wenn die Integration in Bezug auf 
X, y, z ausgeführt wird, in das über die Begrenzung von M zu erstreckende 
einfache Integral 

ißxdic+ydif + zdi) 

über, welchem man auch die Gestalt 



*/ 



dxy dy, dz 



geben kann. 
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Das Element des letzteren Integrals kann nun wie folgt geometrisch 
interpretirt werden. 

Man verbinde die Endpunkte eines Elementes dl der Begrenzung von 
M durch geradlinige Strecken mit dem Coordinatenanfang und bezeichne 
den Flächeninhalt des hierdurch entstandenen Dreiecks mit df; cü sei der 
Neigungswinkel der Ebene dieses Dreiecks gegen die Tangentialebene von 
M an der betrachteten Randstelle. Dann ist 



! X, Y, Z 

I 

I dx, dy, dz 



= COSOi.rf/l 



Denkt man sich diese Construction fllr alle Elemente der Begren- 
zungslhiie von M ausgeführt, so bildet die Gesammtheit der Dreiecke eine 
bestimmte Kegelfläche, deren Seiten den Coordinatenanfang mit allen Punkten 
der Begrenzungslinie von M verbinden. Tritt nun der specielle Fall ein, 
dass diese Kegelfläche gegen die Minimalfläche längs der Begrenzung unter 
constantem Winkel lo geneigt ist, so ist der Flächeninhalt des Minimal- 
flächenstückes gleich dem Producte aus dem Flächemnhalt der Kegelfläche 
und dem Cosinus des Neigungswinkels beider Flächen gegen einander. 
Insbesondere ist der Flächeninhalt der Minimalfläche dem Flächeninhalt der 
Kegelfläche gleich, wenn jener Winkel überall gleich Null ist. 

Diese den Flächeninhalt von Minimalflächenstücken betreifenden Sätze, 
von welchen specielle Fälle {Lindelöf-Moigno , Calcul des variations 
pag. 210—212, 1861) schon seit längerer Zeit bekannt sind, lassen sich 
auch sehr einfach auf mehr geometrischem Wege beweisen, wenn man eine 
Schaar ähnlicher und ähnlich gelegener Minimalflächenstücke betrachtet 
und die Difterenz des Flächeninhalts zweier unendlich benachbarten in 
doppelter WeioC ausdrückt. 



V. 

Setzt man in den Formeln, durch welche die Grössen Uy F, W 
cingcfllhrt wurden, für rff, rfi;, rfj ihre durch X, Y, Z, dx, dy, dz aus- 
K^drllcktcn Wcrthe, so ergeben sich die, wie mir scheint, bemerkenswerthen 
Gleichungen 
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U = x+ißzdy-Ydz), 
y = y +i/{Xdz—Zdx]^ 

W = z+i/lYdx-Xdy\ 

welche zu einer expliciten Losung folgender Aufgabe führen: Es soll eine 
Minimalfläche analytisch bestimmt werden, welche durch eine beliebige vor- 
geschriebene analytische Linie hindurchgeht und längs dieser Linie in jedem 
Punkte eine vorgeschriebene Normale besitzt, deren Lage sich längs der 
gegebenen analytischen Linie nach einem gegebenen analytischen Ge- 
setze ändert. 

Denkt man sich nämlich die Coordinaten x, y^z eines beliebigen 
Punktes der vorgeschriebenen Linie und ebenso X^ Y, Z, die Cosinus der 
Winkel, welche die vorgeschriebene Normale in dem betrachteten Punkte 
mit den Coordinatenaxen bildet, als analytische Functionen einer reellen 
Variablen t gegeben, so dass also die Gleichungen 

X'+Y'+Z' = l, Xdx+Ydy + Zdz==0 

identisch befriedigt sind, so sind die Functionen U, V, W flir die reellen 
Werthe von / abgesehen von additiven rein imaginären Constanten, auf 
welche es hier nicht ankommt, eindeutig bestimmt und befriedigen die Glei- 
chungen 

xdu+Ydv+zdw=o, {dU)'+id\y+{dWf = o 

identisch. 

Weil aber die Functionen IT, T', W analytische Functionen der Va- 
riablen t sind, so haben dieselben auch für alle complexen Werthe von t, 
welche diese Variable als Argument der analytischen Functionen x, y, 5, 
X, y, Z annehmen kann, eine bestimmte Bedeutung, während die Gleichungen 

XdU-\-YdV+ZdW^{), {dUY + {dVf + {dWf = 

unverändert bestehen bleiben. Wenn man nun der Variablen t auch diese 
complexen Werthe beilegt, so stellen die Gleichungen 

eine Minimalfläche dar, welche die vorgeschriebenen Eigenschaften besitzt. 
Aus dem Vorhergehenden kann auch der Schluss gezogen werden, 
dass es unter den angegebenen Voraussetzungen nur ehie einzige Mi- 
nimalfläche giebt, welche den gestellten Bedingungen genügt. Denn, be- 

37* 
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trachtet man an Stelle der Grösse t wieder die Grösse 

_ X+Yi 
* " 1-Z 

als unabhängige Variable, so sind die Functionen ü, F, W des complexen 
Argumentes s in Folge der obigen Gleichungen längs einer Linie, nämlich 
für diejenigen Werthe von «, welche den vorgeschriebenen Normalen ent- 
sprechen, durch die gestellten Bedingungen dem Werthe nach bis auf addi- 
tive rein imaginäre Constanten, welche willkürlich angenommen werden 
können, bestimmt. Nach einem bekannten Satze der Theorie der analytischen 
Functionen, dessen Voraussetzungen im vorliegenden Falle eiföUt sind, ist 
aber eine Function complexen Argumentes vollständig bestimmt, sobald deren 
Werthe längs einer Linie gegeben sind. 

Hieraus ergiebt sich folgender allgemeine Satz : Wenn zwei Minimal- 
flächen eine Linie gemeinsam haben und wenn längs dieser Linie die Nor- 
malen beider Flächen zusammenfallen, so fallen beide Flächen, beziehungs- 
weise deren analytische Fortsetzungen, in ihrer ganzen Ausdehnung mit 
einander zusammen. 

Dieser Satz, dessen Kenntniss ich einer gütigen mündlichen Mittheilung 
des Herrn Weierstrtiss verdanke, enthält als specielle Fälle folgende beiden Sätze : 

1. Jede auf einem Stücke einer Minimalfläche liegende gerade Linie 
ist eine Symmetrieaxe der durch analytische Fortsetzung dieses Stückes ent- 
stehenden Minimalfläche. 

2. Wenn auf einem Stücke einer Minimalfläche eine ebene Curve 
liegt, längs welcher die Tangentialebene der Fläche und die Ebene der 
Curve mit einander einen rechten Winkel einschliessen , so ist die Ebene 
dieser Curve eine Symmetrie-Ebene derjenigen Minimalfläche, welche durch 
analytische Fortsetzung dieses Stückes entsteht. 

Eine Anwendung dieser Sätze enthält ein in den Monatsberichten 
der Berliner Akademie vom Jahre 1872, pag. 3—27 veröffentlichter Aufsatz 
des Verfassers. 

Die allgemeine Aufgabe, durch eine vorgeschriebene Linie eine Mi- 
nimalfläche zu legen, deren Normalen längs der Linie ebenfalls vorgeschrieben 
sind, ist schon vor längerer Zeit von Björlingy später von den Herren Ossian 
Bonnet und Mathet in Angriff genommen worden. 

Mit Hülfe der obigen Formeln kann man leicht alle Minimalflächen 
bestimmen, welche zugleich geradlinige Flächen sind. 
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Wählt man nämlich eine beliebige Erzeugende einer geradlinigen 
Minimalfläche zur a:-Axe, die diese Erzeugende und deren unendlich benach- 
barte rechtwinklig schneidende Gerade zur a-Axe eines rechtwinkligen Coor- 
dinatensystems, so ist es stets möglich, eine Constante a so zu bestimmen, 

dass J3 = a-— die Gleichung eines hyperbolischen Paraboloides darstellt, 

welches die Minimalfläche längs der Geraden y = , a = berührt. Man 

hat also zu setzen v = 0, « = 0, X=0. Y= ,_ , Z = , ^ oder 

besser a? = -^-sinC/t), y = 0, ä = 0, X=0, Y= ^^^^^y Z = -T-.tg(«t) und 
erhält dann ohne Mühe 

z = aarctg— 

als Gleichung der Minimalfläche selbst Hieraus ergiebt sich der Satz: 
Jede geradlinige Minimalfläche ist entweder eine Ebene oder eine Schrauben- 
fläche, deren erzeugende Geraden von der Axe der Schraubenfläche recht- 
winklig geschnitten werden. 

Für diesen Satz giebt es eine Anzahl verschiedener Beweise, welche 
man den Herren 0. Bonnet, Catalan, M. Roberts, Serret u. A. verdankt. 

Man kann nun die Lösung der allgemein gestellten Aufgabe für 
einige specielle Fälle durchführen. 

1. Es wird die Minimalfläche gesucht, welche das hyperbolische 
Paraboloid 2« = a(a?^— y^) längs der Schnittlinie desselben mit dem Rotations- 
cylinder x^+y^ = l berührt. 

Die gesuchte Fläche ist eine algebraische. 

2. Für welche Minimalfläche ist eine Parabel eine geodätische Linie? 
Man erhält dieselbe transcendente Fläche, ftlr welche Herr Catalan 

(Comptes rendus, Tome 41, pag. 1019, 1855; Journal de TEcole polytechnique, 
cah. 37, pag. 160—163, 1858) eine geometrische Construction gegeben hat 

3. Für welche Minimalfläche ist eine Ellipse eine geodätische Linie? 

Man erhält eine transcendente Fläche, auf welcher eine einfach un- 
endliche Schaar von Raumcurven vierten Grades liegt, von denen jede einen 
isolirten Doppelpunkt besitzt*). Die sphärischen Bilder dieser Curven 
vierten Grades sind confocale sphärische Kegelschnitte. 



*) Längs jeder Gurve der Scbaar wird die betrachtete Flfiche von einem Kegel 
zweiten Grades berührt, dessen Mittelpunkt mit dem isolirten Doppelpunkte der Curve 
zusammenfällt. (Späterer Zusatz.) 
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VI. 

Die Aufgabe, durch eine geschlossene analytische Linie L eine Mi- 
nimalfläche zu legen, auf welcher diese Linie ein in seinem Innern von sin- 
gulären Stellen freies, einfach zusammenhängendes Flächenstlick begrenzt, 
ist, wenn man von dem trivialen Falle absieht, in welchem die vorgeschrie- 
bene Linie L eine el)ene Curve ist, bis jetzt noch in keinem einzigen Falle 
gelöst worden, obwohl Gergonne im Jahre 1816 die Aufmerksamkeit der 
Mathematiker gerade auf diese Aufgabe hingelenkt und im 7. Bande seines 
Journals (pag. 68) eine bestimmte Aufgabe dieser Art gestellt hat. 

Die analoge Aufgabe hingegen, bei welcher die vorgeschriebene Linie 
L von einer Anzahl geradliniger Strecken gebildet wird, ist in der neuesten 
Zeit von Riemann und Weierstrass in vollster Allgemeinheit gelöst worden. 
Die V^eröffentlichung der von Herrn Weierstrass benutzten Untersuchungs- 
methode steht noch bevor. Von den Untersuchungen Eiemanm auf diesem 
Gebiete giebt die oben erwähnte posthume Abhandlung Kunde. 

In Bezug auf die specielle Minimalfläche, deren Begrenzung als eiu 
von viel' Kanten eines regulären Tetraeders gebildetes Vierseit vorgeschrieben 
ist, sei verwiesen auf euie in den Monatsberichten der Berliner Akademie 
vom Jahre 1865 (pag. 149—153) enthaltene Notiz und auf die Monographie 
des Verfassers: Bestimmung einer speciellen Minimalfläche. Berlin 1871 
bei HaiTwitz und Gossmann. 

VII. 

Die einzige unzerlegbare Fläche zweiten Grades und zweiter Klasse, 
welche im analytischen Sinne als eine Minimalfläche aufgefasst werden kann, 
ist die Kugelfläche, deren Radius gleich Null ist. Die Frage aber, welches 
die unzerlegbaren algebraischen ^linimalflächen des nächst höheren Grades, 
bezichuugsweise der nächst höheren Klasse sind, sieht noch ihrer Beant- 
wortung entgegen. 

Von den Punktsingularitäten, welche eine algebraische ]Minimalfläche 
haben kann, und dem Verhalten einer solchen Fläche im Unendlichen handelt 
ein Aufsatz des Herrn Geiser^ Leipziger Annalen, Band 3, pag. 530 — 534. 
(1871). 

Die Minimalflächen, ftlr welche die eine Schaar der KrUmmungs- 
Union oine Schaar el>ener Ourven ist, haben die Eigenschaft, dass auch die 
ändert^ Schaar der Krllmmunirslinien von ebenen Curven srebildet wird. Zu 
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diesen Flächen, welche von Herrn Ossian Bonnet, (Comptes rendus, Tome 41, 
pag. 1058, 1855) analytisch bestimmt worden sind, gehört auch eine alge- 
braische Minimalfläcbe neunten Grades, welche nur als ein Grenzfall in den 
Ossian Bonnet^chen Formeln enthalten ist und deren Gleichung Herr Enneper 
aufgestellt hat. (Zeitschrift für Mathematik, Bd. IX, pag. 108, 1864.) 

Man erhält diese Fläche, wenn man in den obigen Gleichungen 

-^-j also auch ^[s) einer reellen Constante gleichsetzt. Die beiden Schaaren 

der Krümmungslinien dieser Fläche werden von ebenen Curven dritten 
Grades gebildet, während die isogonalen Trajectorien derselben Raumcurven 
dritten Grades sind. Diese Fläche hat femer die Eigenschaft, auf stetige 
Weise in sich selbst verbiegbar zu sein ; denn setzt man s . &" statt s, Si . e"'"* 
statt «1, so wird das Linienelement der Fläche nicht geändert und hieraus 
folgt die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung. 

Die Eigenschaft, auf stetige Weise in sich selbst und folglich auf 
eine Rotationsfläche verbiegbar zu sein, kommt allen Minimalflächen zu, 
bei welchen ^{s) = C.s"'"^ ist, wo C eine beliebige, m eine reelle Constante 
bezeichnet, denn das Linienelement dieser Flächen wird durch die Sub- 
stitution von s.e^ für s und «i.e"*" für s^ nicht geändert. Die der Annahme 
g(^) = C.*"'""- entsprechenden Minimalflächen sind zugleich die einzigen Mi- 
uimalflächen, welche die angegebene Eigenschaft besitzen. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung ergiebt sich vielleicht am ein- 
fachsten aus folgender Ueberlegung. 

Wenn eine Minimalfläche so gebogen wird, dass sie nach der Bie- 
gung wieder eine Minimalfläche ist, so wird in jedem ihrer Punkte weder 
die mittlere Krümmung noch das Gamsi&che KrUmmuugsmass geändert, 
also haben die Hauptkrümmungsradien in jedem Punkte der Fläche nach 
der Biegung dieselbe Grösse wie vor der Biegung. Hieraus folgt, dass 
das durch parallele Normalen erhaltene conforme sphärische Bild eines 
Stückes der Minimalfläche durch die in Rede stehende Biegung weder in 
den kleinsten Theilen noch im Ganzen bezüglich Gestalt und Grösse ge- 
ändert wird; denn das Vergrösserungsverhältniss hat für jeden Punkt der 
Minimalfläche vor und nach der Biegung denselben Werth. Das erwähnte 
sphärische Bild kann also, wenn es überhaupt seine Lage auf der Kugel- 
fläche ändert, zufolge einer bekannten Eigenschaft cougruenter sphärischer 
Figuren, nur eine Drehung auf der Kugelfläche erfahren. 
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Hat nun eine Minimalfläche die Eigenschaft, auf stetige Weise in 
sich selbst verbiegbar zu sein, so wird bei einer solchen Biegung der Fläche 
in sich selbst, bei welcher, um eine gebräuchliche Ausdrucksweise anzu- 
wenden, alle Punkte eines Stückes der Fläche ihre Lage nur unendlich 
wenig ändern, das sphärische Bild dieses FlächenstUckes eine unendlich 
kleine Drehung auf der Kugelfläche erfahren. Hieraus folgt, dass das 
sphärische Bild jeder auf der Minimalfläche liegenden Linie, welche bei 
dieser Biegung in sich selbst gebogen wird, ein Kreis sein muss, welcher 
bei jener Drehung sich selbst entspricht. Alle diese Kreise bilden eine 
Schaar von Parallelkreisen der Kugel. Wählt man nun, was stets möglich 
ist, das Coordinatensystem so, dass den beiden Polen dieser Parallelkreise 
die Werthe » = und 3 = 00 entsprechen , so ergiebt sich , dass bei jeder 
Biegung der Minimalfläche in sich selbst die Grössen s, «1 in s.e^"^, Si:e~^ 
tibergehen, wo a eine reelle Grösse bezeichnet. Denn es giebt ausser den 
diesem Uebergange entsprechenden Drehungen keine andere, bei welcher 
jeder der erwähnten Parallelkreise in sich selbst übergeht Da nun auch 
das Quadrat des Linienelementes der Fläche dP = {l+88if^{s)^i{si)dsd8i 
bei der Vertauschung von s, «1 mit «.e% Si.e"''' ungeändert bleiben muss, 
weil die Fläche der Annahme zufolge in sich selbst verbogen wird, so muss 
der absolute Betrag von ^($) eine Function des absoluten Betrages von s 
allein sein und hieraus folgt g(«) = C.«"*""^, wo C eine beliebige, m eine 
reelle Constante bezeichnet. 

Dieselbe Frage nach den' Minimalflächen, welche Biegungen von 
Rotationsflächen sind, ist auf anderem Wege von Bour in seiner Preisschrift 
über die Biegung der Flächen (Journal de TEcole polytechnique, Cah. 39, 
pag. 99—109 [1860] 1862) beantwortet worden. 

Den Meridianen und den Parallelkreisen der Rotationsflächen ent- 
sprechen bei der vorhin getroffenen Wahl des Coordinatensystems die Curven, 
längs denen beziehungsweise der reelle und der imaginäre Theil von flog« 
constant ist. 

Giebt man der Zahl m den Werth 0, so erhält man alle ohne Ge- 
staltsänderung in sich verschiebbaren Minimalflächen, welche also zugleich 
Schraubenflächen sind. Für m = und reelle Werthe von C ergiebt sich 
die durch Rotation einer Kettenlinie um ihre Directrix als Axe entstehende 
Minimalfläche. Für m = und rein imaginäre Werthe von C ergiebt sich 
die oben erwähnte geradlinige Schraubenfläche. Die Gleichung der für 
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m = und für beliebige Werthe von C sich ergebenden Minimalflächen ißt 
zuerst von Herrn Scher k im Jahre 1831 in der Beantwortung einer von der 
Jabtanowshtechen Gesellschaft gestellten Preisfrage aufgestellt worden. 



vm. 

Ebenso wie man nach allen geradlinigen Minimalflächen fragen kann, 
kann man die Aufgabe stellen, alle Minimalflächen zu bestimmen, welche 
eine einfach unendliche Schaar anderer vorgeschriebener Linien enthalten. 
Diese Aufgabe ist für den Fall, dass die vorgeschriebenen Curven Kreise 
sein sollen, von Herrn Enneper gelöst worden, welcher in einem Aufsatze 
„Die cyklischen Flächen'- (Zeitschrift für Mathematik, Bd- XIV, pag. 393-406, 
1869) zu folgendem Ergebnisse gelangt ist: Wenn eine Minimalfläche 
die Eigenschaft besitzen soll, eine einfach unendliche Schaar (reeller) 
Kreise zu enthalten, so müssen alle diese Kreise in parallelen Ebenen 
liegen. Ein Auszug aus der eben angeführten Abhandlung ist in den 
„Göttinger Nachrichten'' vom Jahre 1866 (Nr. 15 vom 11. Juli, pag. 243-249) 
abgedruckt, welcher die allgemeine Gleichung aller Minimalflächen, auf 
denen eine Schaar reeller Kreise liegt, in einfacher Gestalt enthält Auch 
der letzte Artikel der mährfach erwähnten posthumen Abhandlung Riemann^ 
handelt von diesen Flächen. Mit Ausnahme der Rotationsfläche der Ketten- 
linie haben dieselben die Eigenschaft periodisch zu sein, sie besitzen eine 
Symmetrie-Ebene, enthalten unendlich viele einzelne gerade Linien und haben 
unendlich viele Asymptoten-Ebenen. Längs jedes Kreises der Schaar wird 
jede dieser Flächen von einem Kegel zweiten Grades berührt und zwar 
sind diese Kegel für jede dieser Flächen concyklisch, d. h. bei jeder solchen 
Fläche schneiden dieselben beiden Schaaren von parallelen Ebenen die Tan- 
gentialkegel zweiten Grades in Kreisen. Der Schaar der auf der Minimal- 
fläche liegenden Kreise entspricht daher bei der durch parallele Normalen 
vermittelten conformen Uebertragung der Minimalfläche auf die Kugel eine 
Schaar von confocalen sphärischen Kegelschnitten. Die Function $(«) er- 
hält für diese Flächen bei passender Wahl des Coordinatensystems die Gestalt 

WO C und € zwei reelle Constanten bezeichnen. Je zwei Flächen dieser 
Art, für welche C denselben Werth hat, während die beiden Werthe 

Joaraai ffir Mathematik Bd. LXXX. Heft 4. 38 
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von 8 sich zu ^n ergänzen, sind solche Biegungen von einander, dasB den 
Kriimmungslinien der einen Fläche die Asymptotenlinien der andern ent- 
sprechen. Die dem Werthe e = ±^n entsprechende Fläche- ist daher in 
der Art auf sich selbst abwickelbar, dass den Kriimmungslinien die 
Asymptotenlinien der Fläche entsprechen und umgekehrt 

Auf eine Fläche dieser Art führt auch der in dem Nachtrage zu 
meiner Abhandlung „Bestimmung einer speciellen Minimalfläche^^ auf pag. 92 
angegebene, aber nicht näher untersuchte Fall, in welchem die Function 
5(«) durch die Gleichung 

bestimmt ist, denn dieser Fall geht in den vorher erwähnten Aber, wenn an 
Stelle der Grösse s die Grösse j^'i als unabhängige Variable einge- 
führt wird. 

IX. 

Wie die Betrachtung der Minimalflächen Überhaupt bei einem Pro- 
bleme des Minimums angefangen hat, so kann man die Betrachtung jeder 
speciellen Minimalfläche mit der Beantwortung einer Frage des Minimums 
beendigen. 

Wenn nämlich eine Minimalfläche gegeben ist, also eine analytische 
Fläche, welche in jedem ihrer Punkte gleich grosse und entgegengesetzt 
gerichtete HauptkrUmmungsradien besitzt, wie kann man auf derselben eine 
oder mehrere Linien wählen, welche ein zusammenhängendes Stück M der 
Fläche begrenzen, um sicher zu sein, dass dieses Flächenstttck M unter 
allen von denselben Randlinien begrenzten und diesem FlächenstUck unend- 
lich benachbarten Flächenstücken den kleinsten Flächeninhalt besitzt? 

Die Beantwortung dieser Frage hängt davon ab, ob die !su>eite Va- 
riation des Flächeninhalts für alle Variationen des FlächenstUckes Jf, welche 
die Begrenzung desselben ungeändert lassen, positiv ist, oder ob dieselbe 
für einige dieser Variationen auch den Werth Null oder negative Werthe 
annehmen kann. 

Eine nähere Untersuchung dieser zweiten Variation, welche in den- 
Monatsberichten der Berliner Akademie, Jahrgang 1872, pag. 718, ver- 
öffentlicht ist, hat zu dem Ergebnisse geflihrt, dass jene Entaeheidong 
Aber das Vorzeichen unabhängig ist von der speciellen Function &(t)^ 

.i')ij'>U 
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welche die Besonderheit der Minimalfläche bedingt, von welcher M ein 
StUck ißt Die erwähnte Entscheidung hängt vielmehr nur von der Ge- 
staltung des sphärischen Bildes ab, welches dem FlächenstUcke M bei der 
durch parallele Normalen vermittelten Zuordnung entspricht, und fällt daher 
für alle Minimalflächenstttcke, welche dasselbe sphärische Bild besitzen, in 
gleichem Sinne aus. Zugleich hat jene Untersuchung zu dem Satze geführt, 
dass die in Rede stehende zweite Variation stets dann und nur dann be- 
ständig positiv ist, wenn es ein zusammenhängendes Minimalflächenstflck 
giebt, welches dem betrachteten Flächenstücke M in der ganzen Ausdehnung 
des letzteren unendlich benachbart ist, mit demselben aber keinen Punkt 
gemein hat. 

^ Giebt es daher einen Punkt P, welcher in keiner Tangentialebene 
des Flächenstuckes M enthalten ist, so braucht man nur fUr den Punkt P 
als Aehnlichkeitspunkt ein dem Flächenstück M unendlich benachbartes 
ähnliches und ähnlich gelegenes Flächenstück zu construiren und man 
kann dann dem vorher erwähnten Satze zufolge schliessen, dass das Flächen- 
stück M unter allen unendlich benachbarten denselben Grenzbedingungen 
genügenden Flächenstücken den kleinsten Flächeninhalt besitzt. 

Allgemein gilt folgender Satz : Ein bestimmtes Stück einer Minimal- 
fläche besitzt unter allen von denselben Randlinien begrenzten und ihm un- 
endlich benachbarten Flächenstücken stets dann und im Allgemeinen auch 
nur dann den kleinsten Flächeninhalt, wenn es ein dem betrachteten 
Flächenstücke durch parallele Normalen Punkt für Punkt entsprechendes 
Minimalflächenstück giebt, dessen sämmtliche Tangentialebenen von ein und 
demselben Punkte des Raumes einen von Null verschiedenen Abstand haben. 

X. 

Es ist bisher nicht gelungen, für jede gegebene Begrenzungslinie L 
die Frage zu beantworten, ob es nur ein einziges oder ob es mehrere 
Flächenstücke giebt, welche von der Linie L begrenzt sind, in ihrem Innern 
keine singulären Stellen enthalten und je unter allen ihnen unendlich be- 
nachbarten Flächenstücken den kleinsten Flächeninhalt besitzen. Eine 
interessante mit dieser Frage zusammenhängende Untersuchung hat Steiner 
angestellt (Dieses Journal Bd. 24, pag. 239 Anm., 1842.) Diese Unter- 
suchung bezieht sich auf zwei von derselben Randlinie begrenzte Flächen- 
Stücke, für welche bei passender Wahl des Coordinatensystems gleichzeitig 

38* 
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die eine Coordinate eine eindeutige Function der beiden andern ist Unter 
dieser Voraussetzung ergiebt sich, dass jedenfalls einem der beiden Flächen- 
Stücke die Eigenschaft des Minimums nidU zukommt 

Die im Vorhergehenden erwähnten auf die zweite Variation bezüg- 
lichen Lehrsäti^e gelten unter der Voraussetzung, dass bei der Variation des 
betrachteten FlächenstUckes die Begrenzung desselben als fest betrachtet 
wird. Lässt man diese Voraussetzung fallen, so eröffnet sich der Forschung 
ein bisher noch wenig betretenes Gebiet, dessen Schwelle folgender, eben- 
falls von Steiner (Monatsberichte der Berliner Akademie, 1840, pag. 118) 
herrührender Satz bezeichnet: Unter allen zu einem Minimalflächenstiicke 
äquidistanten FlächenstUcken besitzt das Minimalflächensttlck selbst nicht 
den kMneteny sondern den gröesten Flächeninhalt 

Unterstrass bei Zürich, im December 1874. 
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lieber diejenigen Minimalfiächen , welche von einer 
Schaar von Kegeln zweiten Grades eingehüllt werden. 

(Von Herrn JJ. A. Schwarz in Zürich.) 



Die Minimalflächen, welche eine Schaar reeller Kreise enthalten, 
haben die Eigenschaft (vergl. Art. VIII. der Miscellen) *), längs dieser Kreise 
von einer Schaar concyklischer Kegel zweiten Grades berührt zu werden. 
Jede solche Fläche wird nämlich längs jedes auf ihr liegenden Kreises von 
einem Kegel oder Cylinder zweiten Grades berührt und alle dieselbe Fläche 
einhüllenden Kegel zweiten Grades werden von denselben beiden Schaaren 
paralleler Ebenen in Kreisen geschnitten. 

Eine analoge Eigenschaft besitzen die Minimalflächen, welche eine 
Ellipse oder eine Hyperbel als kürzeste Linie enthalten; denn auf diesen 
Flächen liegt ebenfalls eine einfach unendliche Schaar von algebraischen 
Curven, nämlich von Raumcurven vierten Grades, und längs jeder von 
diesen Curven werden die erwähnten Flächen von einem Kegel zweiten Grades 
berührt Diese Kegel sind, wie in dem vorher angeführten Falle, concyklisch. 

Die vorliegende Abhandlung beschäftigt sich in ihrem ersten Theile 
mit der Aufgabe: Alle Minimalflächen zu bestimmen, welche von einer 
Schaar concyklischer Kegel zweiten Grades umhüllt werden. 

Dass mit der Lösung dieser Aufgabe zugleich alle Minimalflächen 
gefunden sind, welche die Eigenschaft haben, überhaupt von einer Schaar 
von Kegeln zweiten Grades umhüllt zu werden, yrird in dem zweiten Theile 

bewiesen. 

• 

L 

Zwei Flächen zweiten Grades sollen concyklisch genannt werden, 
wenn sie die Eigenschaft haben, von denselben beiden Schaaren von par- 
allelen Ebenen in Kreisen geschnitten zu werden. 

Sind zwei Flächen zweiten Grades (p und \p concyklisch, so haben 
alle mit ihnen zu demselben Büschel gehörenden, d. k die Schnittlinie der- 



*) Pag. 297 dieses Bandes. 
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selben enthaltenden Flächen zweiten Grades die Eigenschaft, von denselben 
Ebenen, welche die Flächen <p und yj in Kreisen schneiden, ebenfalls in 
Kreisen geschnitten zu werden. Ein solches Bttschel concyklischer Flächen 
zweiten Grades ist, allgemein zu reden, durch die E^enschaft charakterisirt, 
dass dasselbe stets eine Kugelfläche enthält, welche nur dann durch eine 
Ebene vertreten wird, wenn alle Flächen des Bttschels mit der unendlich 
fernen Ebene des Raumes dieselbe Linie gemein haben. 

Ist insbesondere die Fläche g) eine Kegelfläche und die Fläche V 
eine derselben unendlich benachbarte concyklische Kegelfläche, so enthält 
die durch die Schnittlinie beider Flächen hindurchgehende Kugelfläche den 
Mittelpunkt des Kegels (p. 

Bei einer einfach unendlichen Schaar concyklischer Kegel zweiten 
Grades kann daher jedem Kegel der Schaar eine Kugelfläche zugeordnet 
werden, welche den Mittelpunkt dieses Kegels enthält und zugleich durch 
die Schnittlinie desselben mit dem unendlich benachbarten Kegel der Schaar 
hindurchgeht. 

Man erhält also folgenden Satz : Wenn eine Minimalfläche die. Eigen- 
schaft hat, von einer einfach unendlichen Schaar concyklischer Kegel 
zweiten Grades umhüllt zu werden, so berührt jeder von diesen Kegeln die 
Minimalfläche längs der Schnittlinie mit einer durch seinen Mittelpunkt hin- 
durchgehenden Kugelfläche. 

Wenn aber von einer Minimalfläche eine auf derselben liegende Linie 
und in jedem Punkte eines Stückes dieser Linie die Normale der Minimal- 
fläche gegeben ist, so ist hierdurch, wie aus dem Inhalt des Art V. der 
erwähnten Miscellen hervorgeht, die Minimalfläche selbst in ihrer ganzen 
Ausdehnung unzweideutig bestimmt. 

Mit Hülfe der a. a. 0. hergeleiteten Gleichungen kann man allgemein 
diejenige Minimalfläche bestimmen, welche von einem Kegel zweiten Grades 
längs der Schnittlinie desselben mit irgend einer durch seinen Mittelpunkt 
hindurchgehenden Kugelfläche berührt wird. 

Zu diesem Zwecke mögen als unabhängige Variable zwei veränder- 
liche Grössen u und e eingeführt werden, welche mit den elliptischen 
Kugelcoordinaten auf gleiche Linie zu stellen sind. 

Wo in dem Folgenden die Angabe des Moduls nicht ausdrücklich 
in die Bezeichnung aufgenommen ist, soll Ar = sine^ k' = cose gesetzt werden, 
während K, K' die bekannte Bedeutung haben. 
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Setzt man unter Anwendung der Gudermanmchen Bezeichnungsweise 

Y_ cniidnot y_ --Vbiiu 7 — ^ Vsnei 
"" daiicnoi ' "" dnucnoi ' ~^ i dnuent)« ' 

80 ist , y eine Function des complexen Argumentes «+«« = «?, denn es 
erg^ebt sich 

und es bestehen die Gleichungen 

Y9 V 7' ^' 



^' +^^ + 4^ = 0; A^ = rtg'amrf,- 0>ti>-k'\ 



Diese Gleichungen stellen, wenn das eine Mal u, das andere Mal « als 
variabler Parameter angesehen wird, zwei Schaaren confocaler sphärischer 
Kegelschnitte dar, deren Brennpunkte durch die Gleichungen 

X=+sine, y=0, Z=+cos€ 
bestimmt sind. Um alle Punkte der Kugeloberfläche und, allgemein zu 
reden, jeden nur einmal zu erhalten, hat man der Variablen u alle Werthe 
von — 2Ä' (excl.) bis +2/f (incl.) und der Variablen e alle Werthe von 
—K' bis +K' (beide Werthe incl.) beizulegen. 

Man gebe nun der Variablen <? einen constanten Werth und denke 
sich von einem Punkte des Raumes, dessen Coordinaten a^^ yo, *o sind, 
auf alle Tangentialebenen des Kegels 



Perpendikel gefällt Wenn x', y', s' die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
eines solchen Perpendikels bezeichnen, so bestehen die Gleichungen 

X Y Z 

in welchen p eine veränderliche Grösse bezeichnet. Der geometrische Ort 
dieser Perpendikel ist die Kegelfläche 

welche der Kegelfläche 



^+1 ' ^ + *" ' u 
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in der Weise durch Reciprocität entspricht, dass zu jeder Tangentialebene 
jedes der beiden Kegel eine auf dieser Tangentialebene perpendikulare Seite 
des andern Kegels gehört. 

Betrachtet man die Grösse v als variablen Parameter und a^ jfu, «o 
als Functionen desselben, so stellt die Gleichung 

eine Schaar concyklischer Kegel zweiten Grades dar, welche von den beiden 
Schaaren von Ebenen 

sin e . x'+ cos « . a' = const, sin e . a?'— cos « . a' = const. 

in Kreisen geschnitten werden. 

Der Grösse t? denke man sich jetzt wieder einen constanten Werth 
beigelegt und bestimme die Durchschnittslinie des Kegels 

mit einer durch den Mittelpunkt desselben hindurchgehenden Kugelfläche. 
Die allgemeine Gleichung einer solchen Kugelfläche hat die Gestalt 

wo «', /?', y drei constante, d. h. von der Variablen u nicht abhängende 
Grössen bezeichnen. 

Führt man in diese Gleichung die oben für x'— iCu, y'—yin ^'— «o gefun- 
denen Ausdrücke ein, so erhält man, wenn man den Ausdruck 1— A^sn'wsn'ri 
zur Abkürzung mit iV bezeichnet. 

Zum Zwecke der Vereinfachung kann man nun 

• 3 • 

setzen und der Grösse d den Werth — t^ — r beilegen. 

SU ot an 9t ^ 

Setzt man hierauf 

X — a^o = OLXi-]rßx2'\-yx:^^ 

80 erhält man für die neun Grössen Xi...zi folgende Ausdrücke: 
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Xt = 



snetCDDi kf*en*u 



9i = -*'• 



tdnut N 

SBifcn«sn«icoe* 



iN 



N 



Hh 



=,_jf. 



flntfeDtisnotene* 



y« = 



»i = 



«gptcniwdnri ro*w 

iv 



asi=* — üt 



9i 



»» = 



r onitenm 

JV 

snwonetdnvi 

N 

teomdnet 1 

N 



snüi 



Mit Hülfe der yorstehenden Gleichungen erhält man die Coordinaten 
^'y $'9 ^' ^^^^ beliehigen Punktes der Schnittlinie des Kegels 

(At+l).(«~aJu)'+(iti+*'^).(y--yur+.a.(*'-»or = 
mit der Kugel 

ausgedruckt als Functionen einer veränderlichen QrOsse u. 

Soll nun eine Minimalfläche diesen Kegel längs der Schnittlinie des- 
selben mit der Kugel berühren, so sind flir X, Y, Z die vorhin angegebenen 
Ausdrucke zu setzen, durch welche diese Grössen als Functionen derselben 
veränderlichen Grösse n erklärt werden. Der Grösse c ist Überall derselbe, 
von der Grösse u unabhängige Werth beizulegen. 

Es wurde nicht schwierig, aber etwas weitläufig sein, die Bestimmung 
der Functionen U, V, W mit Httlfe des in Art V. der Miscellen angegebenen 
Formelsystems wirklich auszuführen; es empfiehlt sich daher, zur Bestimmung 
dieser Functionen einen anderen Weg einzuschlagen. 

Die Functionen U, V, W sind in Bezug auf die constanten Grössen 
^9 fty 7 ganze lineare und homogene Functionen; man kann daher setaen 

und hat nun die neun Functionen (/^...W^ zu bestimmen. 
Berücksichtigt man, dass die fUr 

y, = a^j, «i— a^3, »2 = ^3 

gefundenen Ausdrucke, wie aus dem Additionstheorem hervorgeht, beziehlich 
mit den reellen Theilen der Functionen 

— j^ • dn (ti + ri \ — *'. cn (11 + «i ), sn (« + vi) 



Übereinstimmen, so liegt es nahe, 

Joitnial filr Mathematik Bd. LXXX. Heft 4. 
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za setzen, unter diesen Annahmen Ui, V^, W^ zu berechnen und nachtrXglich 
zu prüfen, ob das auf diese Weise bestimmte System von Functionen allen 
gestellten Bedingungen genttgt 

Aus der Gleichung XdU,+ YdVt+ZdW^^ erhiUt man 

dU, ^ ik"Bn^u+f>i)dii, 

und auf analoge Weise findet man 

dV^ ^ icn'{u+9i)dm, 
dWy « -iiii\m+9i)dm] 

es sind also C/i, F,, W^ elliptische Integrale zweiter Art 

Die auf diese Weise bestimmten drei Functionensysteme genttgen 
bei passender Bestimmung der unteren Grenzen der zuletzt erwähnten drei 
Integrale, beziehungsweise der drei Oonstanten Xoj ffoj ^j allen gestellten 
Bedingungen. 

In der That, bildet man zunXchst für jedes einzelne der drei Functionen- 
Systeme die Summe der Quadrate der in Bezugs auf u genommenen Ableitungen, 
so ergiebt sich, dass diese Summe identisch gleich Null ist 

Ebenso ergiebt sich, dass die Gleichung dUidU^+dV^dVi+dlVidWs » 
und die durch cyklische Vertauschung der Indices 1, 2, 3 aus derselben her- 
Yorgehenden Gleichungen identisch befriedigt sind. Es besteht also identisch 
die Gleichung {dU)''+{dVf+{dW)^=-0. 

Da auch die Gleichung XdU+YdV+ZdW=0 fttr jedes der drei 
Functionensysteme identisch erfüllt ist, weU dieselbe zur Bestimmung von 
dUi^ cfF}, dWi benutzt worden ist, so bleibt nur noch zu zeigen, dass die 
reellen Theile der drei Integrale 

ai/^Vsn'(ii+w)rfM, ßi/^cn^{u + f>i)du, -yf/'"dn'(ii+M)*i 

bei passender Bestimmung der unteren Grenzen derselben, oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, bei geeigneter Verfügung über die noch disponiblen 
Gonstanten (Pu9 t/oi ^m ^ reelle Werthe von u beziehlich mit 

«ü+««i7 yo+/5jfa) «ü+yÄ3 

übereinstimmen. 
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Wenn man yon der Bezeichnnng 



nnd von dem für die Fnnction E{w) geltenden Additionstheorem 

£(ti4«j) » E{u) + E{f>i)-k'%nufmf>ifm{u+f>i} 
Gtobrancli macht, bo erhKlt man 

^ ^ tdB0t tdnot N ' 

U 

Setzt man nnn u)=:m+vi und 



M Et/ 'x • onvtdnvt ) 



wobei zu bemerken ist, dass diese drei Grössen zwar von dem Werthe des 
Parameters t^ nicht aber von der veränderlichen Grösse u abhängen, so 
ergiebt sich 

Äay V*8n*io.d»=aJ6+aa:i, 9tßi/''cv?w.dw—yo+ßy2^ 8f— yt/^''dn'io.rfio=ao+y»s. 

ü 'o 

Hieraus geht hervor, dass unter den getroffenen Festsetzungen die reellen 
Theile der drei Functionen U, V, W ttir reelle Werthe von u beziehlich 
mit x\ y', i' Übereinstimmen, und hiermit ist bewiesen, dass die für die 
Functionen U, V, W aufgestellten Ausdrücke allen gestellten Bedingungen 
genügen. 

Die vorstehende Untersuchung hat also zu folgendem Ergebniss 
geführt: 

Setzt man: 

39* 
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u 

V = —a-p-änw+ßi/ cv?u>äu> + y«aw, 

u 

wo cr^ /9^ 7^ drei reelle Constanten sind und tg>==u+pi eine nnbesehrinkt 
yeränderliche Grösse bezeichnet, so stellen die Gleichungen 

in rechtwinkligen Pnnktcoordinaten eine periodische MinimaMSche dar. 
Diese Minimalfläche wird von dem Kegel zweiten Ghrades 

(u+l).(a?~arur+(^+n.(»-y«)'+A^.(Ä-».i)' = 0, /*== Ä^tg'amri, 

längs der Schnittlinie desselben mit der Kugelfläche 

berührt, und zwar gilt dieses für jeden reellen Werth von e. Die Grössen 
^M yu9 ^) Bind durch die oben angegebenen Gleichungen (pag. 307) bestimmt 

Es ist also der Satz bewiesen: 

Jede Minimalfläche, welche eon einem Kegel zweiten Grades länge der 
Schnittlinie desselben mit einer durch seinen Mittelpunkt hindurchgehenden Kugel- 
fläche berührt wird, wird fxm einer einfach unendlichen Schaar cancgkHscher 
Kegel zweiten Grades eingehiMt. 

Hiermit ist die oben gestellte Aufgabe in allgemeinster Weise gelöst 

Man kann nun einige specielle Fälle beziehungsweise Grenzfälle der 
allgemeinen Lösung ins Auge fassen. 

1. Die Meusnier^che Schraubenfläche ergiebt sich als ein Grenzfall 

der der Annahme a = -j^^ /^=0, ^ = entsprechenden Minimalfläche. Lässt 
man nämlich K+k? an die Stelle von w treten und setzt 



^. =*■•/"£-<'-' ^'—zk' '^■=*^- 



BUW 



dato 





80 ergiebt sich beim Uebergange zur Grenze ür = 1 nach auBgeftthrter £11- 
mination die Gleichnng der Schraabenfläche 

Sfi + »i.tgxi = 0. 
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Seiet man dagegen 

x\=^9tiU,, y'i^miVu i[:==9iiW^, 

d. h. biegt man die der Annahme a^-^j ß^^j y^O entsprechende Mi- 
nimalfläche in der Weise, dass sie ihre Eigenschaft Minimalfläche zn sein^ 
nicht yerliert nnd dass den Krümmnngslinien der nrsprttngUchen Fläche die 
Asymptotenlinien der Biegungsfläche entsprechen, so zeigt sich, dass die auf 
die angegebene Weise entstehende dnrch die obigen Gleichnngen dargestellte 
Biegongsfläche die Ellipse 

^: = o, y?+^ = i, ar=o 

enthält, welche eine geodätische Linie der Fläche ist Die Punkte dieser 
Ellipse entsprechen den rein imaginären Werthen der Grösse w. 

2. Setzt man a = 0^ ß = k, / = 0, so erhält man tSac 9^K' eine 
Hpperbely welche eine geodätische Linie der dieser Annahme entsprechenden 
Minimalfläche ist Es ergiebt sich nämlich fttr 

y. = 0, «;~^ = 1, 1^-0. 

3. Die der Annahme «»0, /^ = 0, ^=^1 entsprechende Minimal- 
fläche ist dnrch die Eigenschaft charakterisirt, dass auf derselben eine ElHpse 
liegt, welche eine kürzeste Linie der Fläche ist 

Setzt man nämlich 

so erhält man für den Werth « = 

«3 = 0, |f + yj=l, Z-0. 

Ans diesem speciellen Falle kann man zwei Grenzfälle herleiten, indem 
man den Modul k in die Grenzwerthe A c= und Ar = 1 ttbergehen lässt 

Ftir Jr = erhält man die Minimalfläche, welche durch Rotation der 
Kettenlinie um ihre Directrix als Axe entsteht 

Vor dem Uebergange zur Grenze k' = setze man 

•*'* Ut J 9* jLT« 1 jk" 

und lasse K+w an die Stelle von w treten: dann erhält man für 
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lim*' = 

Die durch diese Gleichungen dargestellte Minimalfläche enthält die Parabei 

«4 = 0, y4 = iarj, Z = 
und die Cykhide 

«4 = 0, y4 = i(l— cos2«), »4« — ^(2r + sin2u), JC = 

als geodätische Linien. 

Die Raumcurven vierten Grades des allgemeinen Falles werden in 
diesem Grenzfalle durch Parabeln, die einhüllenden Kegel werden dureh 
einhttllende parabolische Cylmder vertreten. Es ist also die durch die vor- 
stehenden Gleichungen bestimmte Minimalfläche identisch mit deijenigen 
transcendenten Minimalfläche, für welche Herr Catälan im 37. Hefte dea 
Journal de l'Ecole polytechnique pag. 160—163, 1858 (Comptes rendua, 
l". XLL, pag. 1019, 1855) eine geometrische Gonstruction gegeben hat 

4. Setzt man a = sin€^ /^ = 0, ;^ = cos€^ so schneiden die ein- 
httUenden Kegelflächen und die denselben zugeordneten Kugelflächen ein- 
ander in Kreisen, und zwar liegen alle diese Kreise in parallelen Ebenen. 
Die getroffene Festsetzung fUhrt also zu den im Eingange erwähnten Flächen, 
und man erhält den Satz: 

Wenn eine Minimalfläche einen Kegel oder Cylinder stweilen Grades 
längs eines KreisschnÜtes berührt, so enthält dieselbe eine einfach mnendUcke 
Schaär ton Kreisen, welche in parallelen Ebenen liegen. 

Im Vorhergehenden ist gezeigt worden, dass es eine von rier Pa- 
rametern {a, ß, Y^ k) abhängende Mannigfaltigkeit von Minimalflächen giebt, 
welche die Eigenschaft haben, von einet Schaar concyklischer Kegel zweiten 
Grades umhflllt zu werden. 

Man kann nun die Frage aufwerfen, ob es ausser diesen Minimal- 
flächen Überhaupt noch andere Minimalflächen giebt, welche von einer 
Schaar von Kegeln zweiten Grades eingehüllt werden. 

Um diese Frage zu beantworten kann man folgenden Weg ein- 
schlagen. 

Wenn irgend eine Fläche von einer Schaar von Kegeln zweiten 
Grades umhüllt wird, so wird dieselbe von jedem Kegel der Schaar längs 
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der Sclmittlinie deaselben mit dem nnendlicli benaclibarten ^egel der Schaar, 
alM, allgemein zu reden, längs einer Ranmenrve vierten Grades beriüirty 
welche in dem Mittelpunkte der Kegelfläche einen Doppelpnnkt beaitEt 
Eine solche Gnrye kann stets erklärt werden als Schnittlinie der Kegel- 
fläche mit einer durch ihren Mittelpunkt hindurchgehenden Fläche zweiten 
Grades. Legt man nun im Wesentlichen die im Vorhergehenden benutzte Be?- 
zeichnungsweise zu Grunde und setzt r=39o, /lo^s A^tg^amv^i^ Xo^yo=^^Q^ 
so bedeuten 

f X f Y , Z 

die Coordinaten eines beliebigen Punktes einer K,egelflä«he zweiten Grades» 
Dieser Kegel sei ein Kegel der Schaar, und es sei 

^x"+By'HCs'H2Dyy+2ß*V+2F«y == mx'+by'+CB' 

die Gleichung einer Fläche zweiten Grades, welche durch die Schnittlinie 
jener Kegelfläche mit der unendlich benachbarten Kegelfläche der Schaar 
hindurchgeht Auch in diesem Falle erhält man für die Punkte der Schnitt- 
linie die Grösse (f durch elliptische Functionen der unabhängig veränderlichen 
Grösse u rational ausgedruckt 

Werden nun durch die Gleichungen 

U = x' + ißZdi-Yd%\ 

V « y'+iJlxd^'-Zdx'), 

ff = z'+i^Ydx'^Xdy') 
drei Functionen ü^ V, W eines complexen Argumentes u^'W bestimmt, so 

dil dV AW 

sind deren Ableitungen -j— , -t— , -^ — rationale Functionen elliptischer 

Functionen der Grösse k?; die Functionen U^ V, FT sind also elliptische 
Integrale. 

Es entsteht jetzt Überhaupt die Frage : Welche Bedingungen mttssen 
erfüllt sein, damit auf der durch die Gleichungen 

bestimmten Minimalfläche eine Schaar von algebraischen Gurren liege, zu 
welcher die fUr reelle Werthe von w sich ergebende Gurye gehört? 

Um diese Frage zu beantworten bezeichne man die zu U, V, W 
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oonjngirten complexen Grössen mit £/, , Fi , Wi. Dieselben sind Functionen 
einer complexen Grösse i^t und zwar entsprechen conjugirten Werthen der 
Argumente w, Wi conjngirte Werthe von U, £/., V, K,, IV, H^i. 
Nach diesen Festsetzungen stellen die Gleichungen 

x^iiU+U,), y=i(K+F,), »-i(H^+fr.) 

die in Rede stehende Minimalfläche eben&Us dar. vorausgesetiEtf dass den 
beiden Argumenten w und Wt stets conjugirte Werthe beigelegt werden. 

Wird dagegen zwischen den beiden Argumenten w und Wi eine be- 
stimmte Relation 

festgesetzt, der zufolge jede der beiden Variablen eine Function der andern 
wird, so stellen die yorstehenden Gleichungen nicht mehr eine Flttche, 
sondern nur noch eine Linie dar, da die Ausdrucke auf der rechten Seite 
in Functionen eines Argumentes ttbergehen. 

Es soll nun angenommen werden, diese Linie sei eine algebraische 
Raumcunre, d. h. es wird vorausgesetzt, dass zwischen den drei Coordinaten 
X, y^ « zwei von einander unabhängige Gleichungen 

bestehen, wo G und H zwei ganze Functionen bezeichnen. 

Aus der Berücksichtigung des Umstandes, dass dG und dH für den- 

selben Werth von ^ gleich Null sein müssen, ergiebt sich dann eine 

dritte Gleichung 

/dG dU dG dV dG dW\fdH du, dH dV^ dH dW,\ 
^dx' dw dy dw d% dw ^ ^ dx dw^ dy dw^ ö» du>^ J 

/dG du, dG dV, dG dW^\/dH dU dH dV ^^^^\^q 

^ dx dw, dy dw, ö* dir, ^ \ dx dw dy dv> ö^ dw / ' 

deren Coefficienten rationale Functionen elliptischer Functionen von u> und 
u>i sind. 

Jede der drei Grössen x, y, z ist also eine algebraische Function 
von sütr und süiti. 

Denkt man sich diese algebraischen Functionen in eine der beiden 
Gleichungen (r^O oder H=0 eingesetzt, äo ergiebt »ich auch zwischen 
sntr und snie^i eine algebraische Gleichung. 

Hieraus folgt: Jede der drei Gleichungen 
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stellt dar eine lineare Relation zwischen elliptischen Integralen mit dem- 
selben Modul, deren obere Grenzen algebraisch von einander abhängen, 
und algebraischen Functionen dieser Grenzen ; es ist also die zwischen sn w 
und sn«?i bestehende algebraische Relation eine solche, welche eine Traw^ 
formation eines elliptischen Integrales in ein ebensolches mit demselben 
Modul, vermehrt um eine algebraische Function, vermittelt. Also besteht 
unter den angegebenen Voraussetzungen nach einem von Abd aufgestellten 
Lehrsatze zwischen den Grössen «? und Wi selbst eine lineare Relation 

Wi = m.w + n. 
Der Multiplicator nt ist an die Bedingung geknüpft, rational zu sein, wenn 
er reell ist; imaginär kann derselbe nur dann werden, wenn der Modul k 
zu denjenigen gehört, für welche complexe Multiplication stattfindet. Aus 
diesem Grunde kann m nicht von dem Parameter der algebraischen 
Curvenschaar abhängen und hat daher flir alle Curven der Schaar den- 
selben Constanten Werth + 1 , wie für die der Annahme tri = «? ^^t- 
sprechende Curve der Schaar. Die Grösse n aber ist von dem Parameter 
der Schaar abhängig. Da w und w^ conjugirte Werthe haben, wenn der 
entsprechende Punkt der Fläche reell ist, so ist der Grösse n ein rein 
imaginärer Werth beizulegen. 

Hieraus folgt: 

Wenn die durch die Gleichungen ar = 3t f/, y = SR T, « = 9t FT be- 
stimmte Minimalfläche eine Schaar algebraischer Curven enthält, zu welcher 
die für v)i=^w sich ergebende Raumcurve vierten Grades gehört, so ent- 
sprechen diese Curven der Annahme ir = w + f?i, r = const. 

Damit aber für jeden constanten Werth von t und tür reelle Werthe 
der veränderlichen Grösse u der Annahme «? = w + f?t eine auf der Minimal- 
fläche liegende algebraische Curve entspreche, ist es liothwendig und hin- 
reichend, dass die reellen Theile der drei Functionen Uy \\ W algebraiach 
von %VLU abhängen. 

Die gestellte Aufgabe, alle Minimalflächen zu finden, welche von 
einer Schaar von Kegeln zweiten Grades umhUllt werden, gestattet nun 
folgende Lösung. 

In Folge der Gleichung 



ist der Ausdruck auf der linken Seite eine analytische Function des Argu- 
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mentes ii = ir. Diese Gleichung vermittelt demnach die conforme Abhildiing 
der Kugeloberfläche JC^ + Y^ + Z* = 1 und damit zugleich der Minimalflttche 
auf die Ebene, deren Punkte die Werthe der complexen Grösse w geometrisch 
darstellen. Der reellen Axe der ir-Ebene entspricht der sphärische Kegelschnitt 

Durch dieselbe Gleichung ist auch das sphärische Bild der der Linie 
fc=:u+vi, v = const, auf der Minimalfläche entsprechenden Curve bestimmt, 
und zwar entspricht dieser Linie der sphärische Kegelsclyiitt 

welcher zu dem vorher betrachteten confocal ist. 

Wenn demnach die dureh die Gleichungen x^fRU, ff = diV, z = 9tW 
dargestellte Minimalfläche längs der Linie, welche der Annahme 

w = u+my e = const. 

entspricht, von einem Kegel zweiten Grades berührt wird, so ist dieser 
Kegel mit dem für c = sich ergebenden Kegel zweiten Grades concyklisch. 

Wenn mithin eine Minimalfläche die Eigenschaft hat, von einer Schaar 
von Kegeln zweiten Grades umhüllt zu werden, so sind diese Kegel concyklisch. 

Die in dem ersten Theile der vorliegenden Abhandlung untersuchten 
Minimalflächen sind demnach die einzigen Minimalflächen, welche die Eigen- 
schaft haben, von einer Schaar von Kegeln zweiten Grades umhüllt zu werden. 

Unterstrass bei Zürich, 1875. 
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Zusatz zu der Abhandlung 
zur Theorie der inneren Reibung 

im 78. Bande dieses Journals. 
(Von Herrn Oskar Emil Meyer in Breslau.) 



In meiner Abhandlang über die Theorie der inneren Reibung ist 

ein Fehler enthalten, der nur durch Abänderung der Hj-pothese beseitigt 

^^ • 

werden kann. Herrn Professor BoUsmann in Wien, der mich hierauf auf- 
merksam gemacht hat, bin ich daflir zu Danke verpflichtet. 

Bei der Ausfuhrung der auf Seite 133 besprochenen Molecularsummen 

fallen die mit den Factoren -^, -^, -^, ^ u. s. w. behafteten Glieder 

nicht von selbst fort Durch Betrachtung des von elastischen Verrückungen 
freien Zustandes erkennt man aber, dass sie verschwinden müssen. Ich 
fand hierin früher keine Schwierigkeit, da ja z. B. in Poisson» Theorie der 
Elasticität ebenfalls gewisse, nicht identisch verschwindende Molecularsummen 
aus demselben Grunde = gesetzt werden. 

Es lässt sich indess an einfachen Beispielen zeigen, dass es nicht 
möglich ist, durch eine Hypothese über die Natur der Molecularkräfte, also 
über den Gang der Function /"(r), die von mir fortgelassenen Summen, wie 
die in Pomom Theorie vorkommenden, zum Verschwinden zu bringen. 
Demnach erscheint die meiner Theorie zu Grunde liegende Hypothese als 
unzulässig, und es ergiebt sich die Nothwendigkeit , dieselbe passend ab- 
zuändern. 

Die erforderliche Aenderung erstreckt sich nicht auf die Bemerkungen, 
welche ich jener Abhandlung in der Einleitung voraufgeschickt habe. Ich 
darf die Hypothese beibehalten, dass die vongeinem Theilchen eines elastischen 
Mediums auf ein anderes ausgeübte Kraft „nicht momentan zur Wirkung 
gelange, sondern einer gewissen Zeit bedürfe, die zrfischen beiden Punkten 
gelegene Entfernung zu durchlaufen," also kürzer, „dass Ursache und Wir- 
kung nicht in einen und denselben Zeitmoment zusammenfallen. 

Der begangene Fehler wird erst im Anfange der eigentlichen Ab- 
handlung durch die hinzugefügte Bestimmung eingeführt, „dass es sich nicht 
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um die Entfernung handelt, in welcher die beiden Theilchen sich zu der- 
selben Zeit befinden, sondern um die Entfernung zweier Orte, welche sie zu 
verschiedenen Zeiten, das wirkende Theilchen früher, das angezogene oder 
abgestossene später, einnahmen/^ Statt dieser Hypothese ist nur nöthig, eine 
andere ähnliche einzuführen, welche der von Herrn CarlNeumann in der Elektro- 
dynamik benutzten gleicht. Ich habe also anzunehmen, dass der Werth 
der zwischen zwei Theilchen ausgeübten Wechselwirkung von der Ent- 
fernung r zweier gleichzeitig eingenommenen Orte derselben abhängt; diese 
Kräfte aber gelangen erst in einem späteren Momente zur Wirkung, und 
zwar mit einer Verzögerung t, deren Werth r proportional ist 

Durch diese Veränderung der Hypothese erfahren die Formeln fol- 
gende entsprechende Aenderungen. Die Entfernung r ist jetzt durch die 
Gleichung 

bestimmt, in welcher, wie früher, die Verrückungen 



u. 8. w., dagegen 



du . du ^ . du du 



v-'-t'+ 



ist, und entsprechend die übrigen. Demnach fallen aus den Ausdrücken der 
(\)mponenten 

-'-*"F^Ar>. '^^nr^. i±^nr) 

die Glieder mit den Factoren -^, —^ u. s. w. jetzt von selbst fort. 

Die weiter folgende Beweisführung in meiner Abhandlung bleibt also 
richtig, und ebenso die Resultate derselben, falls jene Aenderung der Hypo- 
these angenommen wird. 

Breslau, im April 1875. 
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lieber die regulären Integrale der linearen 

Differentialgleichungen. 

(Von Herrn G, Frobenius.) 



Die Integrale einer homogenen linearen Differentialgleichung, deren 
Coefficienten in der Umgehung des Nullpunktes eindeutige analytische 
Functionen sind, hahen die Form*) 

wo flu, Wi, ... «» nach ganzen positiven und negativen Potenzen von x 
in Reihen entwickelt werden können, oder sie sind lineare Verhindungen 
mehrerer Ausdrücke von der angegehenen Gestalt. Die Coefficienten jener 
Potenzreihen hat man bisher nur in dem Falle ermitteln können, wenn sie 
negative Potenzen der Variabein nur in endlicher Anzahl enthalten. Der- 
gleichen Integrale sind daher reguläre Integrale genannt worden **). Nach- 
dem Herr Fuchs eingehend diejenigen Differentialgleichungen behandelt hatte, 
welche ausschliesslich reguläre Integrale enthalten, hat Herr Thome die 
Untersuchung auch auf solche ausgedehnt, welche nur eine beschränkte 
Anzahl regulärer Integrale haben, und ist dabei zu einigen bemerkens- 
werthen Ergebnissen gelangt. Der Begriff der Irreductibilität, welchen ich 
in die Theorie der linearen Differentialgleichungen eingeführt habe***), 
gestattete mir, einige seiner Sätze auf eine sehr einfache Weise und ohne 
die mindeste Rechnung abzuleiten. Den Weg, welchen ich dabei ein- 
geschlagen habe, gedenke ich hier kurz mitzutheilen. Der besseren Ueber- 
sicht wegen schicke ich in den drei ersten Paragraphen einige formale Be- 
trachtungen voraus. 

§. 1. 
Wir beschäftigen uns im folgenden mit Differentialgleichungen vo» 
der Form 



*) FuchSj dieses Journal Bd. 66 pag. 16. 
**) Thomi, dieses Journal Bd. 75 pag. 266. 
***) Dieses Journal Bd. 76 pag. 236. 
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deren Coefficienten in der Umgebung des Nullpunktes den Charakter 
rationaler Functionen haben, also nach ganzen Potenzen von x in Reihen 
entwickelt werden können, welche negative Potenzen nur in endlicher 
Anzahl enthalten. Wo ich daher von Differentialgleichungen schlechthin 
spreche, sind stets lineare von der angegebenen Gestalt darunter 
zu verstehen. Die linke Seite derselben bezeichne ich mit P{y) oder auch 
nur mit P. 

Setzt man in dem Differentialausdruck P{y) an die Stelle der un- 
bestimmten Function y die Function a?% so erhält man einen Ausdruck 
P(a:?), den ich die charakteristische Function der Differentialgleichung P=0 
oder des Differentialausdrucks P nennen werde. Ebenso, wie Po, Pi, • • • P« 
kann auch 

x'^Pixn = Po+Pix-v+-+^«^'"p(e-i)-. •(?-«+!) 

nach aufsteigenden Potenzen von x in eine Reihe entwickelt werden, die 
negative Potenzen nur in endlicher Anzahl enthält, und deren Coefficienten 
ganze Functionen höchstens a^^^ Grades von p sind. Den Coefficienten des 
Anfangsgliedes dieser Reihe ^((>), nenne ich die detemUmrende Function*) der 
Differentialgleichung P = oder des Differentialausdrucks P. 

Wenn ein Differentialausdruck P(y) gegeben ist, so ist auch seine 
charakteristische Function P{x^) bekannt Umgekehrt ist aber auch durch 
die charakteristische Function, d. h. durch eine ganze Function von p, 
multiplicirt mit x^, der Differentialausdruck vollständig bestimmt. Denn 
eine ganze Function von q kann man stets und nur auf eine Weise auf 
die Form 

flr(p) = ^a,(>(p-l)...((>~j/+l) 

bringen. Ist nämlich ^g{Q) — g{Q+l)—gi(f)^ so ist 



*) Die Gleichung f(Q) = ist von Herrn Fuchs (dieses Journal Bd. 68 pag. 15) 
die „determinirende Fundamentatgletchung*' genannt worden. Ich schlage vor, dafür 
kurz „determinirende Gleichung^' zu sagen. Damit ist ihre Bedeutung hinlänglich her- 
vorgehoben, und zugleich der Vortheil gewonnen, ihre linke Seite y,determinirende 
Function'^ nennen zu können. Ist ß der Grad von /"((>), so nennt Herr Thomi (dieses 
Journal Bd. 75 pag. 267) die Zahl a—ß=h den „charakteristischen Index" der Diffe- 
rentialgleichung P=0. Indessen scheint es mir tlberfltlssig , für den Grad jener 
Function einen besonderen Namen einzuführen. 
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Ist also fix^Q) eine ganze Function von q, deren Coefficienten Functionen 
von X sind, so ist der Differentialausdruck, dessen charakteristische Function 

x^f{x,(f) ist, 

i.2...r ^' 

WO sich das Zeichen J auf den Parameter q bezieht, und nach Ausführung 
der Operation p = zu setzen ist *). 

Um von der charakteristischen und der determinirenden Function 
einer Differentialgleichung ein anschaulicheres Bild zu erhalten, denke ich 
mir dieselbe, was durch Multiplication mit einer geeigneten Potenz von x 
stets möglich ist, auf die Form 

A{y) = A,y + A,xDy + -' + A,x^D<'y = 0**) 
gebracht, wo die Reihen Ao^ -/4,, ... A„ nur positive Potenzen von x ent- 
halten und für (T = nicht sämmtlich verschwinden. Diese Form der linken 
Seite einer Differentialgleichung will ich ihre Normtüform nennen. Die 
charakteristische Function des Differentialausdrucks A 

enthält, durch x^ dividirt, nur positive Potenzen von x und verschwindet 
für X =^0 nicht identisch. Ihr constantes Glied ist die detenninirende 
Function. Umgekehrt ist leicht zu sehen, dass ein Differentialausdruck 
die Normalform hat, wenn seine charakteristische Function jene beiden 
Bedingungen erfüllt. Von diesem Kriterium werde ich in den nächsten 
Paragraphen Gebrauch mächen. 

§. 2. 
Ist 

A{y) = p^^y^p^Dy+ ' + P,D^y 

ein homogener linearer Differentialausdruck, so heisst 



*•) Mit Hülfe dieser Bemerkung kann man einige häufig gebrauchte Umfor- 
mungen linearer Differentialgleichungen leicht ausführen. Geht z. B. der Differential- 
ausdruck Px{y) = P^y + i\D^y-\ VPaDly durch die Substitution x = M in 0e(y) 

über, so ist P,C^-O = 0eW- Is^ daher Px(x'^} = x^Kx,g) die charakteristische 
Function des Ausdrucks P, so ist QtW = t^f(.l~\ — q) die des transformirten Aus- 
drucks. Bringt man diese auf die Form -^Oyp((>— i).-.(p— v + 1), so ist 0<(y)^ 

Ooy + Qil^ty-\ \-Qal''Dty. In ähnlicher Weise kann man diie Substitutionen 

ap = logf und x = e^ durchftlhren. 

**) Wir bedienen uns des Zeichens ^, um die Identität von zwei Differential- 
ausdrücken zu bezeichnen. 
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der adjungirte Differentialausdruck*). Bekanntlich ist 

wö Pilf} v) sowohl in Bezug auf y, als auch in Bezug anf tj ein homogener 
linearer Differentialausdruck ist. Die Coefficienten dieses bilinearen Diffe- 
rentialausdrucks sind ganze lineare Functionen von P», Pj, • . . P« und ihren 
Ableitungen. Setzt man in der obigen Identität y = a:~^"*^~^ und 1/ = x^, 
wo V eine positive oder negative ganze Zahl ist, so erhält man 

Die linke Seite dieser Gleichung, in welcher nur ganze Potenzen von x 
vorkommen, ist also die Ableitung einer Potenzreihe, enthält folglich x"* 

nicht Ist aber 

A[x^) = 2f,{9)x^^' 

die charakteristische Function von A^ so ist der Coefficient von x"^ in 
x^Aix"^"""^) gleich ^(— p— i/— 1); und ist 

K{x^) = 2(p,XQ)xf^^'- 
die charakteristische Function von A, so ist der Coefficient von x~^ in 

x-^-^'-^kia^) gleich (p^[Q). Daher ist**) 

<iPv(p)=A(~e-i^-i), A(e) = <iP.f-p-^-i), 

oder es ist 

die charakteristische Function des adjungirten Differentialausdrucks, durch 
deren Angabe dieser Differentialausdruck, wie oben gezeigt, völlig be- 
stimmt ist. 

Wenn A die Normalform hat, so verschwindet fy{Q) flir negative v^ 
aber nicht für v = 0. Dasselbe gilt von y^Cp) =/'^(—p—i'—l) und folglich 
hat nach dem am Ende des vorigen Paragraphen entwickelten Kriterium 
auch A (?/) die Normalform ***). Zwischen den determinirenden Functionen 
beider Differentialausdrücke bestehen alsdann die Beziehungen f) 

<ip(p)=/'(~p-i), Ae) = 9>(-p~i)- • • 

Die beiden determinirenden Functionen sind demnach von gleichem Grade ff). 

*) Fuchsy dieses Journal Bd. 76 pag. 183. 

**) Vergl. Jacobi, Mathematische Werke, Bd. I, pag. 369. 

***) Vergl. Fuchs, dieses Journal Bd. 76 pag. 180. 

t) Vergl. Fuchs, dieses Journal Bd. 76 pag. 1 80. ThanU, dieses Journal Bd. 76. 
pag. 284. 

tt) Thomi, dieses Journal Bd. 75 pag. 276. 
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Beiläufig will ich noch erwähnen, dass sich die ennittelte Relation 
zwischen den beiden charakteristischen Functionen 

A[x^) = aff{x,Q) und A(a??) = a?^y(a?, p) 

auf die elegante Form 

bringen lässt, wo sich das Zeichen D auf die Variable x und das Zeichen 
J auf den Parameter o bezieht. 

§. 3. 

Sind A und B zwei Differentialausdrücke, so bezeichne ich mit 
AB^C den Differentialausdioick , den man erhält, indem man die durch 
das Zeichen A ausgedrückte Operation auf den Ausdruck B anwendet, und 
nenne C aus A und B (in dieser Reihenfolge) zusammengesetzt. Wenn die 
Coefficienten von A und B^ wie wir hier voraussetzen, in der Umgebung 
des Nullpunktes den Charakter rationaler Functionen haben, so gilt dies 
auch von den Coefficienten von C. Sind 

Aix^^)^x^nx,Q) = :Sf,[Q)x^-^\ 
B{x^) = x^g[x, q) = 2g^{Q)x^^f^, 
C{x^) = x^h{x, p) = 2h,{Q)afi^'' 
die charakteristischen Functionen dieser Differentialausdrücke, so ist 

C{x9) = AB{x^) = A{:Sg^{Q)x^-^n = :Sg^'{Q)Aix^^n 
oder 

i:K{q)x'^ = 2:n{Q+iu)g^iQ)x'^^. 

Daraus geht hervor, dass, wenn zwei der Differentialausdrttcke A, 
By C die Normalform haben, auch der dritte sie haben muss. Indem man 
dann auf beiden Seiten dieser Gleichung x = setzt, erhält man zwischen 
den determinirenden Functionen der drei Differentialausdrücke die Relation 

Ä((>) = A»-^(p)- 

Wir sprechen diese für die Theorie der linearen Differentialgleichungen 
sehr wichtige Beziehung in Form eines Satzes so aus*): 

Ist ein Differentialansdruck aus zweien oder mehreren Differentialaus- 



*) Vergl. Thome, dieses Journal Bd. 76, pag. 284 unten und 285 oben. Ein 

specieller Fall dieses Satzes ist bereits von Herrn Fuchs (dieses Journal Bd. 68« 
pag. 20, Satz II.) gegeben worden. 
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drücken in der Normalform ^zusammengesetzt, so hat er ebenfalls die Normal- 
form, und seine determinirende Function ist das Product aus den determinirenden 
Functionen seiner Bestandtheile, 

Der Grad von Afp) ist demnach die Summe der Grade von /*(p) 
'uid 9 (9) *)• Beiläufig erwähne ich noch, dass sich die zwischen den cha- 
rakteristischen Functionen von A, B und C ermittelte Beziehung auf die Form 

h{x, p) = -S-^j-l^ jy{x, p) . D^g{x, p) 
bringen lässt. 

§. 4. 

Nach diesen formalen Betrachtungen wenden wir uns jetzt zu dem 
eigentlichen Gegenstande unserer Untersuchung. Herr Fuchs**) hat ge- 
zeigt, dass die Aufgabe der Integration der linearen Differentialgleichungen 
auf die Lösung von zwei Problemen zurückkommt, die, wie es bis jetzt 
den Anschein hat, völlig von einander unabhängig sind. Das erste besteht 
darin, den Charakter der Integrale der Differentialgleichung in der Um- 
gebung der singulären Stellen zu ergründen, das andere darin, die linearen 
Beziehungen zu ermitteln, welche zwischen zwei, in den Umgebungen von 
zwei singulären Punkten definirten, vollständigen Systemen von ebiandcr 
unabhängiger Integrale bestehen. Die Fragen, welche ich in meiner Ab- 
handlung yyUeber den Begriff der Irreductibilität in der Theorie der linearen 
Diff^erentialgleichungen^^ (dieses Journal Bd. 76, pag. 236) angeregt habe, 
stehen in engster Beziehung zu dem zweiten Probleme. An dieser Stelle 
dagegen handelt es sich ausschliesslich um das erste Problem, um die 
Untersuchung einer linearen Differentialgleichung von der in §. 4 angege- 
benen Gestalt in der Umgebung einer bestimmten Stelle, für welche ich 
der Einfachheit halber den Nullpunkt gewählt habe. Dies ist der durch- 
greifende Unterschied zwischen dem Begriff der Irreductibilität, den ich hier 
benutzen werde, und dem in der eben citirten Abhandlung definirten Begriffe. 

Eine lineare Differentialgleichung, deren Coefficienten in der Um- 
gebung des Nullpunktes den Charakter rationaler Functionen haben, nenne 
ich reductibel^ wenn sie mit einer linearen Differentialgleichung niedrigerer 
Ordnung, deren Coefficienten in der Umgebung des Nullpunktes denselben 

*) Thomi, dieses Journal, Bd. 76, pag. 282. 
**) Dieses Journal Bd. 66, pag. 19 und Bd. 75, pag. 206. 
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Charakter haben, ein Integral gemeinsam hat, im entgegengesetzten Falle 
irreducHbel Die meisten der Sätze und Beweise, welche ich in der oben er- 
wähnten Abhandlung gegeben habe, gelten auch fllr diesen abweichenden Be- 
griflF der Irreductibilität. Die Euiführung dieses BegriflFs hat den Zweck, das 
oben angeführte erste Problem wieder in zwei Aufgaben zu zerspalten, nämlich 
erstens*), zu erkennen, ob eine gegebene DiflFerentialgleichung reductibel 
ist oder nicht und zweitens, die Natur der Integrale der irreductibeln Diffe- 
rentialgleichungen zu ermitteln. 

In dieser Abhandlung wollen wir uns aber nur mit einem bemerkens- 
werthen Falle der ersten Aufgabe beschäftigen, zu welchem man durch 
folgende Betrachtungen gelangt. Wenn eine Differentialgleichung C = ein 
reguläres Integral besitzt, so hat sie auch eins von der Form a?-©, wo e 
eine nach ganzen positiven Potenzen von x fortschreitende Reihe ist, die 
fUr a? = nicht verschwindet **). Dies genügt aber der Differentialgleichung 
erster Ordnung 

J?, ^ {QfD+xv')y — xf>Dy = 0, 

und daher ist die gegebene Differentialgleichung reductibel. Als ein be- 
sonderer Fall der ersten Aufgabe bietet sich demnach die zuerst von Herrn 
Thome aufgeworfene Frage dar, wie eine Differentialgleichung beschaffen 
sein muss, damit sich unter ihren Integralen auch reguläre befinden. 

§. 5. 
Wenn man einen Ausdruck von der Form 

wo fTc, w?i, . . . tt?, in der Umgebung des Nullpunktes den Charakter ra- 
tionaler Functionen haben, in einen Differentialausdruck B einsetzt, so er- 
hält man, wie leicht zu übersehen, 

B{w) = u = x^{u^ilxY + u,{lxy-'' + '^' + u,), 

wo fi,„ tti, . . . w» in der Umgebung des Nullpunktes ebenfalls den Charakter 



*) Ein specieller Fall dieser Aufgabe ist bereits von Herrn Thom6 behandelt 
worden (dieses Journal Bd. 76, pag. 292), nämlioh die Frage, ob eine gegebene Diffe- 
rentialgleichung mit einer von aar ersten Ordoung ein Integral gemeinsam hat. 

**) Fuchs, dieses Journal Bd. 68, pag. 4 und r>. 
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rationaler Functionen haben *). Wenn daher in dem Ausdnieke 

f) = a?''(f)o(te)^+t^i(te)^-* + ... + M 
die nach ganzen Potenzen von x fortschreitenden Reihen «y, «i, ... vx ins- 
gesÄmmt oder zum Theil negative Potenzen in unendlicher Anzahl enthalten, 
so kann die Differentialgleichung B=^e kein reguläres Integral haben. 
Denn hätte sie eins, y = tr^ so wäre u = f> und daher **) 

X = Xy OT^ fi,, = a:^ Tu , x^Ui = x^ei^ • • -i 

was den Annahmen widerspricht 

Die Integrale der Differentialgleichung AB =^0 genügen entweder 
der Differentialgleichung 5 = 0; oder, wenn man mit u irgend ein Integral der 
Differentialgleichung ^ = bezeichnet, der Differentialgleichung B=u, Seien 
f), , «2 , ... r^ die von einander unabhängigen regulären Integrale der Differen- 
tialgleichung B = und «1, ©2, ... f>fi, tt?M *^2, ••• tt'y die von AB = 0. 
Dann sind ß(w5i) = fi,, ... B(Wy) = Uy Integrale, und zwar nach der obigen 
Bemerkung reguläre Integrale der Differentialgleichung ^ = 0. Dieselben sind 
unter einander unabhängig. Denn wäre CifijH — f-Cyii^=0, so wäre fi(c,w?iH — [- c^tv^) 
= und folglich Cit^iH — hc^tr^ ein Integral, und zwar ein reguläres Integral 
der Differentialgleichung B = 0. Daher wäre 

während doch diese Functionen unter einander unabhängig sein sollen. Die 
Differentialgleichung ^ = hat also wenigstens r reguläre Integrale , und 
damit ist der Satz bewiesen: 

1. Die Differentialgleichung ^B = hat nicht weniger regtdäre In- 
tegrale als B = und nicht mehr als A = und B = zusammen. 

Die beiden Grenzen ftir die Zahl der regulären Integrale von 
AB=0 fallen zusammen, wenn ^ = gar keine regulären Integrale hat. 

Daraus folgt: 

2. Wenn die Differentialgleichung ^ = keine regulären Integrale 
hat, so geniigen die regulären Integrale von AB ==0 sämmtlich der Differen- 
tialgleichung B = 0. 

Femer ergeben sich die Folgerungen: 



*) Die wirkliche AusrecbnuDg gestaltet sich am einfachsten mit Hülfe der aus 
der Gleichung jB(xe) = x^g(x, q) durch xfache Differentiation nach q abgeleiteten Glei- 
chung B(x(f(lxy) = D'^ixeglx, q)). 

**) Fudis, dieses Journal, Bd. 68, pag. 4. Thomi, dieses Journal, Bd. 74, pag. 195. 
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3. Eine aus mehreren Differentiaigleichungen zusammengesetzte Diffe^ 
rentuUgleichung hat nicht mehr reguläre Integrale als die einzelnen Differential'- 
gleichungen, aus denen sie besteht^ zusammen. 

4. Setzt man mehrere Differentialgleichungen zusammen^ die keine 
regulären Integrale haben, so erhält man wieder eine Differentialgleichung, die 
keine regulären Integrale hat. 

Wenn die Differentialgleichung y^«'' Ordnung C = ein reguläres 
Integral hat, so hat sie, wie am Ende des vorigen Paragraphen bemerkt 
wurde, mit einer Differentialgleichung erster Ordnung ßi = ein reguläres 
Integral gemeinsam. Daher lässt sich C auf die Form *) 

C = AB, 

bringen, wo A' ein Differentialausdruck (y—l)^^^ Ordnung ist. Wenn ^'=0 
auch ein reguläres Integral hat, so ist wieder 

wo ^2 = eine Differentialgleichung erster Ordnung mit einem regulären 
Integrale, und A" ein Differentialausdruck (y— 2)^®'' Ordnung ist. Indem 
man so fortführt, bringt man C auf die Form 

C = AB, 

wo 

B ^E BßBß_i,,,B2Bi 

ist und Äi = 0, ... Bß = Differentialgleichungen erster Ordnung mit einem 
regulären Integrale sind, ^ = aber eine Differentialgleichung (y — ß)^^ Ord- 
nung ohne reguläre Integrale ist. Nach Satz 2 genügen daher die regulären 
Integrale der Differentialgleichung C = sämmtlich der Differentialglei- 
chung J? = 0. Soll also C = lauter reguläre Integrale haben , so muss 
C^B sein. 

5. Eine Differentialgleichung, die nur reguläre Integrale hat, lässt 
sich aus lauter Differentialgleichungen erster Ordnung zusammensetzen, deren 
jede ein reguläres Integral hat. 

Dieser Satz gilt auch umgekehrt. Denn der Differentialgleichung 
B=0 genügt erstens das (reguläre) Integral y^ von B, = 0. Femer genügt 
ihr, wenn z das (reguläre) Integral von Äj = ist, das Integral der Diffe- 
rentialgleichung ßi = z. Dies ist aber, wenn w der Coefficient von Dy in 



*) Vgl. dieses Journal Bd. 76, p. 257. 



326 Frobenius, über die regulären Integrale der linearen Differentialgleichungen. 

Bi ifit, nach der Formel für die Integration completer linearer DifFerenüal- 
gleichungen erster Ordnung 

dm 



-y/i 



also ebenfalls ein reguläres Integral *). Indem man so weiter schliesst, er- 
hält man den Satz: 

6. Setzt man Differentialgleichungen erster Ordnung, deren jede ei» 
reguläres Integral hat, zusammen, so erhält man eine Differentialgleichung, die 
lauter reguläre IntegrcUe hat. 

Wir haben vorher gezeigt, dass jeder Differentialaosdruck C, der 
überhaupt durch ein reguläres Integral annullirt wird, auf 'die Form AB ge- 
bracht werden kann, wo -4 = keine regulären Integrale hat, und ß = aus 
lauter DiflFerentialgleichungen erster Ordnung zusammengesetzt ist, deren jede 
ein reguläres Integral hat Nach Satz 6. hat daher B = nur reguläre In- 
tegrale und nach 2. hat C = ausser den Integralen von B = weiter kein 
reguläres Integral. Wir gelangen so zu den wichtigen Sätzen: 

7. Die regulären Integrale einer linearen Differentialgleiehung, deren 
Coefficienten in der Umgebung des Nullpunhtes den Charakter rationaler Functionen 
haben, genügen fikr sich wieder einer linearen Differentialgleichung eon derselben 
Beschaffenheit. 

8. Ist B = die Differentialgleichung, der die regulären Integrale der 
Differentialgleichung C = genügen, und bringt man C auf die Form A B, so 
hat die Differentialgleichung ^ = keine regulären Integrale. 

Wenn -4 = und B = zwei Differentialgleichungen sind, die lauter 
reguläre Integrale haben, so lassen sie sich nach Satz 5. ans lauter Diffie- 
rentialgleichungen erster Ordnung zusammensetzen, deren jede ein reguläres 
Integral hat. Dasselbe gilt demnach auch von der Differentialgleichung 
AB = 0^ und daher hat dieselbe nach Satz 6. lauter reguläre Integrale. Als 
Verallgemeinerung von 6. erhalten wir daher den Satz: 

9. Setzt man mehrere Differentialgleichungen zusammen, die lauter 
reguläre Integrale haben, so erhält man wieder eine Differentialgleichui^, die 
nm* reguläre Integrale hat. 

Hat B^O lauter reguläre Integrale, A aber nicht so kann man A 
nach Sats 7. auf die Form SR bringen, wo A = lauter reguläre Integrale 

^) Fuchs, dieses Journal Bd. 66^ pag. 35. 
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hat, S—O aber keins. Dann ist C^AB^=S{RB}j und die regulären 
Integrale von C = genügen nach Satz 2. sfimmtlich der DiflPerential- 
gleichung Ä ß = 0. Diese aber hat nach Satz 9. lauter reguläre Integrale. 
Daraus ergiebt sich der Satz: 

10. Wenn die Differentialgleichung B = lauter reguläre Integrale 
hat, so hat AB =^0 genau so eiel, wie ^ = und B = zusammengenommen. 

Zum Schluss will ich noch für den Satz 7. einen zweiten Beweis mit- 
theilen. Sei tt = a;^(ttü»* + ttiÄ*"^H f-wj ^^^^ ganze Function x^^^ Grades 

von », und seien Ju, J^u, ... ihre Diflferenzen. Bedeuten «y, «,, ... ii^ 

Functionen von x, die in der Umgebung des Nullpunktes den Charakter 

Ix 
rationaler Functionen haben , und setzt man » = -g— r , so ist u die Form 

eines regulären Integrals einer Differentialgleichung C = 0. Dasselbe geht, 
falls X den Nullpunkt einmal umkreist, in r(u+Ju) über (r = e^''^), bei 
einem nochmaligen Umlaufe in r^{u + 2Ju + J^u) u. s. w. *). Daher sind 
auch Ju, J^Uy ... Integrale von C = und zwar, wie aus ihrer Form 
hervorgeht, reguläre. Alle Werthe, in die u übergehen kann, ohne dass x 
die Umgebung des Nullpunktes verlässt, lassen sich durch n, Ju, J^u, ... 
linear mit constanten Coefficienten ausdrücken, sind also wieder reguläre 
Integrale. Da ein beliebiges reguläres Integral die Gestalt aM+6f) + c«? + — 
hat, wo a, 6, c, . . . Constanten sind, und t?, ir, . . . Functionen von derselben 
Beschaffenheit wie u^ so kann ein reguläres Integral bei einem Umlaufe 
von X um den Nullpunkt immer nur wieder in ein reguläres übergehen. 

Betrachtet man nun die Gesammtheit der regulären Integrale von 
C = , so müssen sie sich alle durch eine gewisse Anzahl unter ihnen 
y 1 ? ^2 , • • . Vßy die unter einander unabhängig sind, linear ausdrücken lassen. 
Jedes derselben, y^, geht bei einem Umlaufe des Argumentes x um den Null- 
punkt wieder in ein reguläres Integral, also in einen Ausdruck von der Form 
^xj yiH ^-^xßt/ß über. Daher sind **) die Coefficienten des Differentialausdrucks 
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*) Hamburger, dieses Journal, Bd. 76, pag. 122. 
**) Vgl. dieses Journal Bd. 76, pag. 241. 
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in der Umgebung des Nullpunktes eindeutige Functionen und bleiben, wie 
aus ihrer Zusammensetzung hervorgeht, endlich, wenn sie mit einer gewissen 
Potenz von x multiplicirt werden, haben also den Charakter rationaler 
Functionen. Damit ist Satz 7. bewiesen. 

Ich will noch erwähnen, dass sich mehrere Sätze dieses Paragraphen 
9uch als Eigenschaften der adjungirten Differentialgleichung ausdrücken 
lassen mit Hülfe des Reciprocitätssatzes der linearen Differentialgleichungen, 
den ich gleichzeitig mit Herrn Thome gefunden*) habe, und den ich auf 
die elegante Form gebracht habe: 

11. Sind A und B die adjungirten DifferenticUausdrücke eon A und B^ 
so ist ^K der adjungirte DifferenticUausdruck eon AB. 

Oder allgemeiner: 

Ist ein Differentialausdruck aus mehreren zusammengesetzt, so ist der 
adjungirte Differentialausdruck aus den adjungirten in der umgekehrten Beihen- 
folge zusammengesetzt. 

Mit Hülfe desselben folgert man z. B. aus Satz 5. und 6.: 

12. Wenn eine Differentialgleichung lauter reguläre Integrale hat, so 
hat auch die adjungirte Differentialgleichung lauter reguläre Integrale. 

Ein sehr einfacher Beweis des erwähnten Reciprocitätssatzes, bei 
dem die Integrale der Differentialgleichung gar nicht in Betracht kommen, 
beruht auf folgenden Ueberlegungen : 

1) Wenn die Differentialausdrücke 

A = A,g+A,Dy + -' + A,D''y 
und 

A = Aoy + AiZ)y+.-. + A,2)'y 

adjungirt sind, so ist 

A = A,y-Z)(A.y) + ... + (-irZ)"(A,y) 
und 

A = 4.»-^(Ay}+-+(-ir/>^'^ay). 

Ist daher f? eine Function von x, so ist 

A{vy) = A,t?y-Z)(A,cy) + ... + (~irJD^A,€y). 
Der adjungirte Dift'erentialausdruck von A{f>y) ist demnach 

Aot?y + AicZ>y + '-- + Aa©Z)"y = eA{y). 



*) Dieses Journal Bd. 76, pag. 263; ThonU, dieses Journal Bd. 76, pag. 277. 
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2) Der adjungirte Diflferentialausdruck von 

AiD^'y) = A,,D:y + A,D'-^'yV-' + A,D'^^'y 
ist 

Daher ist zu A{f)D''y) der adjungirte Diflferentialausdruck 

(-irz>'(€Afy)). 

3) Sind A und B adjungirt zu A und B^ so ist unmittelbar klar, 
dass A+B adjungirt ist zu A + ß*). Dasselbe gilt von einer grösseren 
Anzahl von DiflferentialausdrUcken. Ist daher 

B = B,,y + B,Dy + -+B^D^y, 

so ist 

AB = A(B^y)^A{B,Dy} + -'+AiBßD^y) 

und daher der adjungirte Diflferentialausdruck 

B,A(y)-^D{B,A(y)) + -^+{^t)^D^{B^A(y)) = BA(y). 

Nachdem so der Satz flir zwei Diflferentialausdrlicke bewiesen ist, 
lässt er sich ohne weiteres auf mehrere ausdehnen. 



§. 6. 

Wir schicken den folgenden Untersuchungen einige Bemerkungen 
Über Diflferentlalgleichungen erster Ordnung 

B ^ uy + f>xDy = 

voraus, derefl linke Seite wir in der Normalform voraussetzen. Die Werthe 
M,,, f?o, welche u und t? für a: = annehmen, sind daher endlich und nicht 
beide Null. Das Integral von J? = ist 

y = e ^~^^. 

Ist daher f?o von Null verschieden, so ist y von der Form x"'F{x\ wo F{x) 
eine nach ganzen positiven Potenzen von x fortschreitende Reihe ist, die 
für a? = nicht verschwindet; y ist also ein reguläres Integral. Wenn aber 
f) für a: = von der w*«° Ordnung verschwindet, so ist y von der Form 



*) Ee$%ey dieses Journal Bd. 54, pag. 232. 

Journal für Mathematik Bd. LXXX. Heft 4. 42 



330 Frobenius, über die regulären Integrale der linearen Differentialgleichungen. 

also kein reguläres Integral. Die charakteristische Function des DiflFef ential- 
ausdrucks B ist x^{u+eQ)j seine determinirende Function ti„+«)üP- Dieselbe 
ist im ersten Falle eine ganze Function ersten Grades von p, im anderen 
Falle eine Constante. 

Wenn eine DiflPerentialgleichung nur reguläre Integrale hat, so lässt 
sie sich nach Satz 5. des vorigen Paragraphen aus lauter Differential- 
gleichungen erster Ordnung zusammensetzen, deren jede ein reguläres 
Integral hat. Die determinirende Function einer jeden ist daher vom ersten 
Grade, und da nach §. 3. die determinirende Function der gegebenen Diffe- 
rentialgleichung das Product aller dieser determinirenden Functionen ersten 
Grades ist, so ist ihr Grad der Ordnung der Differentialgleichung gleich. 

1. Wenn eine Differentialgleichung lauter reguläre Integrale hat, so 
ist der Grad ihrer determinirenden Function ihrer Ordnung gleich*). 

Bekanntlich ist die gefundeneÄedingung nicht nur nothwendig, sondern 
auch hinreichend, und kommt die Begründung der Umkehrung des eben auf- 
gestellten Satzes auf einen Convergenzbeweis hinaus **). 

Wenn die Differentialgleichung C=0 unter ihren Integralen ß reguläre 
hat, so lässt sich C nach §. 5, Satz 7. auf die Form A B bringen, wo .4 = 
keine und B = lauter reguläre Integrale hat. Die determinirende Function 
flf(p) der Differentialgleichung ß^^^ Ordnung J? = ist daher vom (i^^^ Grade. 

Ist f{Q) die determinirende Function von Ay so ist die von C^AB 
nach dem in §. 3 bewiesenen Satze 

Ä(e) = Ae)-^(p)? 

und daher ist der Grad von Ä(p) wenigstens gleich ß. Daraus folgt***): 

2. Die Anzahl der regulären Integrale einer linearen Differential- 
gleichung ist nicht grösser als der Grad ihrer determinirenden Function. 

Von einem Ausdruck 

in dem die nach ganzen positiven Potenzen von x fortschreitenden Reihen 



*) Fuchs, dieses Journal Bd. 66, pag. 26 und Bd. 68, pag. 8. Thomi, dieses 
Journal Bd. 74, pag. 200. 

**) Fuchs, dieses Journal Bd. 66, pag. 29. Vergl. auch dieses Journal Bd. 7G, 
pag. 218. 

***) Thomi, dieses Journal Bd. 74, pag. 204, Bd. 75, pag. 268. 
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«ij, «iV • • • «X fllr a? = nicht sämmtlich verschwinden, sagen wir, er gehöre 
zum Exponenten p *). Da die Differentialgleichung J? = nur reguläre 
Integrale hat, so kann man ein vollständiges System von einander unab- 
hängiger Integrale angeben, die der Reihe nach zu den Wurzeln der de- 
terminirenden Gleichung ^(p) = von B gehören. Weil aber Hq) = /{q) g(^) 
ist, so sind die Wurzeln der Gleichung g{Q) = ß von den Wurzeln der 
Gleichung /'(p) = 0. Es ergiebt sich also der Satz**): 

3. Die regulären Integrale einer linearen Differentialgleichung gehören 
ssu eben so eielen Wurzeln ihrer detemrinirenden Gleichung. 

Wenn die Anzahl ß der regulären Integrale von C = gleich dem 
Grade von A(p) ist, so muss f{Q) eine Constante sein. Diese Bedingung 
lässt sich umkehren: Die determinirende Function einer Differentialgleichung 
^^^^ Ordnung C = sei vom* ß^^^ Grade , und C lasse sich auf die Form 
AB bringen, wo A von der {y--ß)^^^ Ordnung ist und zur determinirenden 
Function eine Constante hat, während über B nichts vorausgesetzt ist 
Dann kann man daraus schliessen, das^ C = genau ß reguläre Integrale 
hat. Deim weil C von der y^®*^ und A von der (y— /?)^®° Ordnung ist, sq 
ist B von der ß^^^ Ordnung; und weil /'((>) eine Constante und ä((>) vom 
^jten Grade ist, so ist g{Q) vom ß^^ Grade. Nach der Umkehrung von 
Satz 1. hat daher i3=0 lauter reguläre Integrale. Die Differentialgleichung 
j4 = aber, deren determinirende Function vom nullten Grade ist, kann 
nach Satz 2. reguläre Integrale nicht haben. Folglich hat nach §. 5, 2. die 
Differentialgleichung C^AB^O genau ß reguläre Integrale. 

Die eben gefundene nothwendige und hinreichende Bedingung läsat 
sich am bequemsten mit Hülfe der adjungirten Differentialgleichung aus- 
drücken. Sind nämlich A, B und F die adjungirten Differentialausdrückc 
von A^ B und C, so folgt aus der Gleichung C^AB nach dem Reci- 
procitätssatze 

r = BA. 

Femer sind nach §. 2. die determinirenden Functionen von A und A von 
gleichem Grade, also beide Constanten. Es gilt also der Satz ***) : 

4. Damit eine Differentialgleichung y^^ Ordnung^ deren determinirende 
Function eqm ß^^ Grade ist, genau ß reguläre Integrale habe, ist nothwendig 



*) FuchSy dieses Journal Bd. 66, pag. 35. 
**) Thomi, dieses Journal Bd. 74, pag. 210. 
***) Thom6, dieses Journal Bd. 76, pag. 285. 

42 



832 Frobenius, über die regulären Integrale der linearen Differentialgleichungen^ 

vnd hinreichend, dass die adjungirte Differentialgleichung mit einer Differen- 
tialgleichung (y—ß)^ Ordnung, deren determinirende Function eine Constante 
isty alle Integrale gemeinsam habe. 

Ist z.B. /3 = y— 1, soll also C=0 genau y— 1 reguläre Integrale 
haben, so kann Afp) nicht von einem niedrigeren als dem (y— l)^®«^ Grade 
sein, aber auch nicht von einem höheren. Denn sonst wäre Ä(p) vom y^^ 
Grade, und C = hätte lauter reguläre Integrale. Nach den Bemerkungen, 
die ich am Anfang dieses Paragraphen über die Gestalt der Integrale der 
Differentialgleichungen erster Ordnung gemacht habe, kann man demnach 
den Zusatz aussprechen*): 

5. Damit die Anzahl der regulären Integrale einer linearen Differenr- 
tialgleichuf^ y*^ Ordnung genau gleich /—l sei, ist nothwendig und Am- 
reichend, dass ihre determinirende Function €?oi» '(y— 1)'*" Grade sei, und dass 
die adjungirte Differentialgleichung ein Integral f>on der Form 

y 

besitze. 



§. 7. 
Da sich uns im Laufe unserer Untersuchung keine irreductibeln 
Differentialgleichungen dargeboten haben, so dürfte es nicht überflüssig sein, 
zu zeigen, dass es überhaupt solche giebt. Sei h[x,^) eine ganze Function 
yten Grades von q, deren Coefticienten in der Umgebung des Nullpunktes 
den Charakter ganzer Functionen haben und füi a? = nicht sämmtlich ver- 
schwinden. Dann giebt es, wie in §. 1 gezeigt wurde, eine Differential- 
gleichung Y^^ Ordnung C=0, deren charakteristische Function C{x^)=x^h{x,Q) 
ist. Nun sei h{x,^) = 2:hy{Q)x'' so gewählt, dass A(p) = 1 und Ai(p) vom 
yten Grade ist. C hat dann die Gestalt 

C,y+C,x'Dy-\'C,x'D'y + >.. + C^x^^'D^y, 

wo C<, und Cy für o? = nicht verschwinden. Wäre diese Differentialglei- 
chung reductibel, so gäbe es eine Differentialgleichung niedrigerer Ordnung 
J? = 0, mit der sie alle Integrale gemeinsam hätte **), und es wäre C^AB, 
wo die Ordnungen a und ß von A und B kleiner als y sind, und a+ß=:y 

^) Thom^, dieses Journal Bd. 75, pag. 278. 
**) Dieses Journal Bd. 76, pag. 244 und pag. 258. 



\ 



Frobenius, über die regulären Integrale der linearen Differentialgleichungen. 333 

ist. Unter Anwendung der Bezeichnungen des §. 3 wäre dann 
also 

K{q) = Ae+i)^i((>)+^((>)/i((>) n. 8. w. 

Da Ä((>) eine Constante ist, so wären nach der ersten Gleichung auch f{Q) 
und g{Q) Constanten, und daher wäre nach der zweiten eine ganze Function 
yten Grrades Äi (p) gleich einer ganzen Function, deren Grad die größste der 
beiden Zahlen a und ß nicht übersteigt, was nicht angeht. Damit ist die 
Existenz von irreductibeln Differentialgleichungen beliebiger Ordnung nach- 
gewiesen. 

Berlin, den 22. April 1875. 
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Zusatz zu den Untersuchungen über eubisehe 

Raumeurven. 

S. 128 dieses Bandes. 

(Von Herrn R, Sturm in Darmstadt.) 



In dem genannten Aufsatze, sowie in dem vorhergehenden über 
ctibische EÄumcurven (Bd. 79, S. 99 dieses Jonmals) habe ich, neben einer 
Reihe anderer Zahlen, auch die Zahl derjenigen cubischen Raumeurven er- 
mittelt, welche durch l Punkte gehen und Q — X Sehnen besitzen, und zwar 
flir die Fälle , die ich noch nicht behandelt glaubte , ' nämlich wenn k die 
Werthe 4 bis hat. Ich bedaure, die Abhandlung des Herrn Cremona im 
60. Bande dieses Journals S. 188 (Note sur les cubiques gauches) übersehen 
zu haben, in welcher die Construction der cubischen Raumcurve aus den 
BestimmungsstUcken in den genannten Fällen gezeigt worden ist Die von 
Herrn Cremona und von mir eingeschlagenen Wege sind jedoch, wenigstens 
in den beiden schwierigeren Fällen, wo X gleich 1 oder ist, wesentlich 
verschieden. Herr Hir8t hat die Freundlichkeit gehabt, jetzt nachträglich 
meine Aufmerksamkeit auf Herrn Cremona^ Note zu lenken. Auch in der 
eigenen Abhandlung des Herrn Hirst^ die vor einiger Zeit erschienen ist: 
On the correlation of two planes (Proceedings of the London Mathematical 
Society vol. V. S. 40 oder Annali di matematica Ser. H. T. VI. S. 260) finden 
sich Berührungspunkte mit meiner Arbeit; das in No. 46 bis 49 meines 
Aufsatzes in diesem Bande gesagte lässt sich aus No. 42, 43 der genannten 
Abhandlung ableiten. 

Darmstadt, den 1. Mai 1875. 
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